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Resumo

Neste artigo, tratamos de trés topicos basicos para o entendimento de uma nogao de
razio, a saber, relacao de consequéncia, relagido de ordem e sistema formal. A partir
de uma caracterizagdo de sistema formal, definimos as duas relagées mencionadas.
Destacamos uma inter-relacdo entre consequéncia e ordem. Entdo, apresentamos
outros sistemas formais que consideram especificamente um conceito de implicagio,
dado pelas algebras implicativas e pela l6gica implicativa. Esta l6gica implicativa, que
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tem como modelo as algebras implicativas, apresenta apenas um operador, o de
implicacao; e este conceito de implicagcao, mais uma vez, remete para as nogoes de
consequéncia e ordem. Por fim, a partir da caracterizagdo de consequéncia que esta
no texto, introduzimos um modelo algébrico para esta l6gica implicativa.

Palavras-chave: Consequéncia logica. Ordem. Implicagdo. Algebra implicativa. Légica
implicativa.

Abstract

In this paper, we discuss three basic topics for the understanding of a notion of
reason, they are, consequence relation, order relation and formal system. From a
characterization of formal system, we define both mentioned relations. We detach an
interrelationship between consequence and order. This way we present other formal
systems that indicate specifically a concept of implication, given by implicative algebras
and implicative logic. This implicative logic, which has as its models the implicative
algebras, has only one operator, the implication operator, that once again leads us for
the consequence and order notions. Finally, from the consequence notion presented
in the text, we introduce an algebraic model for this implicative logic.

Keywords: Logical consequence. Order. Implication. Implicative algebra. Implicative logic.

Resumen

En este articulo, tratamos tres temas basicos para entender una nocion de razén, a
saber, la relacion de consecuencia, la relacion de orden y el sistema formal. A partir
de una caracterizacion de sistema formal, definimos las dos relaciones mencionadas.
Destacamos una interrelacion entre la consecuencia y el orden. Luego, presentamos
otros sistemas formales que consideran especificamente un concepto de implicacion,
dado por las algebras implicativas y por la l6gica implicativa. Esta l6gica implicativa,
que tiene como modelo las algebras implicativas, presenta un solo operador, de la
implicacion; y este concepto de implicacion, una vez mas, se refiere a las nociones de
consecuencia y orden. Finalmente, a partir de la caracterizacion de la consecuencia
que esta en el texto, introdujimos un modelo algebrico para esta logica implicativa.

Palabras clave: Consecuencia légica, Orden. Implicacion. Algebra implicativa. Logica
implicativa.
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Introducao

Uma nocgao essencial da Logica é a consequéncia l6gica, que investiga
sob que condi¢des um dado pode ser obtido de uma cole¢do de dados. De
um modo simples, consideramos os dados ou informagdes iniciais como
premissas e aquele obtido como a conclusao. Naturalmente temos uma
relacdo de ordem nesta no¢do de consequéncia, as premissas, que sio
anteriores, e a conclusdo que é posterior.

Contudo, a nogao de consequéncia e a de ordem sdo imbricadas e nestas
notas buscamos explicitar algumas destas muitas conexoes. Procuramos de-
senvolver esta analise usando aspectos formais que fundamentam estas nogoes.

Temos, assim, trés conceitos fundamentais para o entendimento e
discussdo de uma nocao de razdo, que sdo: consequéncia, ordem e for-
malizagao, os quais procuramos inter-relacionar, neste artigo. Tais topicos,
além de filosoficamente relevantes, sdo bastante basicos. As correlacbes
entre eles permitem que a clareza eventualmente revelada em um topico
possa ser partilhada ou destacada em outro.

Iniciamos com uma apresentacao bem geral de sistema formal, como
usualmente tratada em textos de Logica. Seguimos com uma apresentacao
algébrica do conceito de ordem.

Noutra secao, abordamos nog¢des para a formalizagio do conceito de
consequéncia l6gica. Neste ponto ja podemos inter-relacionar os topicos
de consequéncia e ordem.

Nos passos seguintes, introduzimos, com bastante detalhes, uma
l6gica que conta apenas com o operador de implicagcdo. Provas originais
sdo apresentadas, para alguns resultados nesta l6gica proposicional.

Finalmente, mostramos como podemos usar os espagos de consequén-
cia para gerar um modelo para esta l6gica, a qual por enfatizar aimplicagao,

de algum modo, real¢a a ordem dada no ‘se, entao’ e a consequéncia logica.
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1 Sistemas formais

As definicdes do que é a Matematica ou do que é a Ldgica, ainda
nos dias de hoje, apresentam aspectos controversos e ndo é nosso ob-
jetivo abordar estas questdes neste trabalho. Nossos esforgos estarao
concentrados em estudar diversos tipos particulares do que chamamos
de Sistemas Formais e em buscar estabelecer relaces entre eles. Isto &,
apresentaremos uma caracterizagao do conceito de sistema formal e tudo
que seguira serdo instanciagcbes dessa abstracdo, bem como as relagoes
que conseguirmos estabelecer entre as mesmas.

A nocao de sistema formal é tao eficaz que muitas disciplinas ten-
tam obter para si uma abordagem desse tipo. Ciéncias como a Fisica e
a Quimica, nao se baseiam integralmente em sistemas formais, mas em
um sistema semiformal, que apenas evoca aspectos da formalizagao
apresentada pela Matematica.

O primeiro item a compor um sistema formal contemporaneo S é sua
linguagem. Ela fica determinada ao se explicitar o seu conjunto de sim-
bolos, algumas vezes chamado de alfabeto, o qual denotamos aqui por A.

Na busca por clareza, precisao e objetividade, trocamos a linguagem
natural por linguagens artificiais ou formais.

O conjunto das expressées geradas a partir do alfabeto A é o conjunto
de todas as sequéncias finitas de simbolos de A ou justaposicoes finitas
de simbolos de A.

Para a distingdo das expressdes bem formadas, obtidas a partir do
alfabeto e que constituirdo a linguagem deste sistema formal, temos
regras gramaticais precisas.

Dentre estas expressdes bem formadas, destacamos o conjunto
das férmulas, o qual denotamos por F. Dependendo do sistema formal
considerado, podemos ter outras classes de expressdes bem formadas.
Indicamos as formulas por letras gregas minusculas: g, 1y, o.

Outro item que pode ocorrer nos sistemas formais é um conjunto de

axiomas ou postulados, o qual denotaremos por P. Neste caso, o sistema
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formal é chamado de sistema formal axiomatico. O conjunto dos axiomas
é subconjunto do conjunto das formulas. Assim, o que representa as leis
do sistema axiomatico sdo as formulas, e estas serdo os portadores de
verdade, aqueles elementos que serdo tomados como verdadeiros ou falsos.

E possivel desenvolver sistemas formais que nio sejam axiomaticos. Neste
caso, embora o conjunto P seja vazio, ainda assim, é possivel termos uma
relacao de consequéncia muito precisa. Sao exemplos de tais sistemas formais
os tabl6s, os sistemas de dedugao natural e alguns calculos de sequentes.

O ultimo componente de um sistema formal € um conjunto R das re-
gras de dedugdo. Nao ha sistema formal sem regras, isto €, sempre temos
R = . Sdo estas regras que possibilitam a deducao, ou demonstragao, no
sistema formal. Assim, a passagem de uma situagdo para outra situagao
é regida pelas regras, que explicitam a nogdo de deducao.

Em um sistema axiomatico S, chamamos de teorema cada formula ¢ que:

(i) é um dos axiomas de S; ou

(ii) é conclusdo de uma regra de dedugdo de R em que as hip6teses
sdao teoremas de S.

Em um sistema formal axiomatico S os conceitos de deducdo e demons-
tragdo sao muito precisos e inequivocos. Eles caracterizam precisamente
o que chamamos de consequéncia sintatica ou consequéncia dedutiva.

Uma demonstragdo em S é uma sequéncia ¢, @,, ..., _ de formulas
tais que, paracadai, 1=i=n, g é umaxioma ou ¢, é deduzida de formulas
precedentes por algumaregra R de R. Um teorema de S é como chamamos
a ultima féormula ¢, de uma demonstragao. A férmula g _é o teoremae o
procedimento é uma demonstragdo de ¢ em S.

Segue destas definigbes que uma demonstragdo é um procedimento
e é finito, pois acaba no passo n.

O conceito de dedugido é uma leve ampliagdo do conceito de demons-
tracdo, de modo que toda demonstragio é um caso de dedugao.

Uma foérmula 1 é deduzida ou derivada em S de um conjunto I de
férmulas, o que é denotado por I -1, se existe uma sequéncia g, @, ...,

@, de formulas de maneira que para cada1=i=n, ¢, é umaxioma, ou ¢, €
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I, ou @, € deduzido de formulas que ocorrem anteriormente na sequéncia,
e @, é1. Esta sequéncia é uma dedugdo de 1 a partir de I. Os membros
de I" sdo as premissas ou hipéteses e y é a conclusdo da deducao.

Uma férmula 1 deduzida do conjunto vazio, isto é, & - 1, é um
teorema de S e é usualmente denotado apenas por .

Observamos que esta caracterizagdo da dedugdo formal explica com-
pletamente a inferéncia dedutiva. Mais do que uma inferéncia, este é um
argumento dedutivo, pois cada passo da dedugao precisa estar muito bem
justificado. Ele preserva os aspectos de necessidade, formalismo e a prioridade.

No cotidiano da matematica usual, ndo somos tao explicitos nas
dedugdes e demonstragdes. O texto fica menos pedante, mais breve,
embora menos preciso, perfeitamente compreensivel pelos praticantes.

Se fizermos questao da precisdo, teremos que pagar o preco da prolixidade.

2 Sobre o conceito de ordem

O conceito de ordem ou ordenacio é essencial para a Logica e, também,
para a Matematica, que historicamente procurou formalizar o conceito
no contexto das relagdes de ordem.

Veremos, nesta se¢do, como a Matematica na subarea Algebra trata
deste topico.

Defini¢do 2.1: Uma relagdo binaria < sobre um conjunto A é uma ordem
parcial se é reflexiva, antissimétrica e transitiva, isto é, valem:

(i) paratodoaEA,a=a

(ii) paratodosa,bEA,sea<beb=<a,entioa=b

(iii) paratodos a, b, cEA,sea=beb=c, entdoa = c.

Defini¢do 2.2: Um conjunto parcialmente ordenado (poset) é um par orde-
nado (A, <), em que A é um conjunto ndo vazio e < é uma ordem parcial sobre A.

Uma relagdo de ordem parcial é, muitas vezes, chamada apenas de
relagdo de ordem.
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Definicdo 2.3: A ordem = em A é uma ordem total (ou ordem linear)
quando para todo par de elementos x, y €E A, tem-se x<youy < x.

Neste caso, temos uma estrutura de ordem total (A, <), ou cadeia, e
dizemos que A é um conjunto totalmente ordenado por <. Observemos

que cada ordem total é ainda uma ordem parcial.

Definigcdo 2.4: Sejam (A, <) um poset e x, y € A. Dizemos que o ele-
mento x é estritamente menor quey, o que é denotado por x < y, quando:
Xsyex=y.

Neste caso, dizemos que a relagdo definida por < é uma ordem estrita.

Essa relagdo é antissimétrica e transitiva, mas ndo é reflexiva.

Proposic¢io 2.5: Um par (A, <) é uma estrutura de ordem total se, e
somente se, vale a lei da tricotomia, isto é, para quaisquer x, y € A, vale
exatamente uma das condig¢des seguintes:

X<y ou X=y ou y<x

Definicdo 2.6: Sejam (E, <) um poset e & = A CE. Um elemento s de
E é um limitante superior de A quando: Vx (x E A — x < 5). Um elemento
i de E é um limitante inferior de A quando: Vx (x E A — i < x).

Os elementos s e i ndo precisam estar em A, mas apenas em E.

Definicdo 2.7: Sejam (E, <) um poset e & = A C E. Um elemento M
de A é um mdximo de A quando: Vx (x E A — x = M). Um elemento m de
A é um minimo de A quando: Vx (x E A — m = x).

Nestes casos, M e m estao necessariamente em A.

Segue da defini¢do que todo maximo (respectivamente minimo) é

um limitante superior (respectivamente inferior).
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Definicdo 2.8: Sejam (E, <) um poset e & = A C E. O supremo de A,
caso exista, € o menor dos limitantes superiores de A. O infimo de A, caso
exista, é o maior dos limitantes inferiores de A.

Usualmente, denotamos o supremo de {x, y} por sup{x, y} e o infimo
de {x, y} por inf{x, y}. O supremo de {x, y} é o menor limitante superior
de {x, y} e o infimo de {x, y} é o maior limitante inferior de {x, y}.

Se A tem um maximo (respectivamente minimo) entdo este elemento
é o supremo (respectivamente infimo).

O supremo e o infimo de A, caso existam, sdo Unicos. Indicamo-los
por sup(A) e inf(A).

Definigcdo 2.9: Sejam (E, <) um poset e @ = AC E. Um elemento L €
A é um maximal de A quando: (Vx € A) (L =x — x =L). Um elemento |
€ A é um minimal de A quando: (Vx EA) (x| — | =x).

Para um poset (E, <) em que = ndo é total, a defini¢do de maximal
de A diz que ndo ha, em A, maior elemento que ele, mas ndo que ele é
o maior elemento de A. Ou seja, podemos ter dois ou mais maximais
que, eventualmente, ndo sejam comparaveis segundo a ordem <. Assim,
este elemento, caso exista, ndo precisa ser Unico. Certamente, se ha um
maximo, entao este é também um maximal.

Quando arelagdo < é de ordem total em E entdo, se um conjunto nao
vazio A C E tem algum elemento maximal, esse maximal é tnico. Nesse

caso, da ordem total, decorre que o maximal de A é também o maximo de A.

Proposicio 2.10: (Lema de Zorn) Seja (A, <) um conjunto ordenado.
Se toda cadeia em (A, <) tem um limitante superior, entdo (A, <) tem
um elemento maximal.

Demonstragdo: Ver Feitosa, Nascimento e Alfonso (2011). m

O Lema de Zorn é equivalente ao Axioma da Escolha da Teoria dos
Conjuntos e introduz aspecto nao construtivo na teoria em que é utilizado.

Precisaremos dele para a prova de completude que vem mais a frente.
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A seguir veremos mais alguns detalhes sobre as ordens envolvidas
com o conceito de Conexao de Galois. Detalhes podem ser encontrados

em Feitosa, Lazaro e Nascimento (2018).

Defini¢cdo 2.11:Seja f: (A, <) — (P, =) uma fungéo entre dois conjuntos
parcialmente ordenados. Entdo:
(i) afuncdo f preserva as ordens se a < b => f(a) =< f(b);

(i) a fungdo f inverte as ordens se a < b = f(b) < f(a).

Definicdo 2.12:Se f: (A, <) — (A, <) é uma fungdo sobre o mesmo
conjunto parcialmente ordenado, entao:

(i) a fungdo f é idempotente se fof =f;

(ii) afungao f é extensiva ou inflacionaria se paratodo a € A, a < f(a);

(i) a fungdo f é deflacionaria se para todo a € A, f(a) < a.

Definicdo 2.13: Se f: (A, <) — (A, <) é uma funcdo sobre o mesmo
conjunto parcialmente ordenado, entao:

(i) afungdo f é um operador de Tarski (operador do fecho dedutivo)
se f é inflacionaria, preserva ordens e é idempotente;

(ii) afungdo f é um operador de interior se f é deflacionaria, preserva

ordens e é idempotente.

Defini¢cio 2.14: Para os conjuntos parcialmente ordenados (A, <) e (P,
<) easfungdesf: A—Peg:P— A, opar (f, g) é uma conexio de Galois
se, paratodo a € A e todo p € P, temos:
a=g(p) < p="f(a).

Segue desta defini¢do que se (f, g) é uma conexdo de Galois, entdo
o par (g, f) é também uma conexio de Galois.
A proposicao seguinte nos da uma caracterizagdo bastante Util para

uma conexao de Galois.
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Proposig¢io 2.15: Sejam (A, <) e (P, =) duas ordens parciais, f: A — P
e g: P — Afungdes, a, bE Aep, g€ P. Entlo, o par (f, g) é uma conexio
de Galois se, e somente se, valem as condigoes:

(Ya<b=f(b) <f(a)

(iDp=qg=9(q) =9(p)

(i) a = g(f(a))

(iv) p < f(g(p)).

Assim, em uma conexio de Galois (f, g), as fun¢des f e g invertem as

ordens e sdo inflacionarias.

Proposicio 2.16: Se (f, g) é uma conexio de Galois segundo as ordens
parciais (A, =) e (P, =), entdo seque que f(a) = f(g(f(a))) e g(p) = g(f(g(p))).

Proposicdo 2.17: Se (f, g)) e (f, g_) sdo conexdes de Galois segundo as
ordens (A, =) e (P, =), entdo: g, = g_. Se (f, g) e (f,, g) sdo conexdes de

Galois para (A, =) e (P, <), entdo f =f.

Proposicio 2.18: Se o par (f, g) é uma conexdo de Galois para (A, <)
e (P, <), entio valem:

()aeg(P) = g(f(a) =a

(i) pEf(A) = f(g(p) =p

(i) f(A) = f(g(P))

(iv) g(P) = g(f(A)).

Proposic¢io 2.19: Se o par (f, g) é uma conexdo de Galois para (A, <)
e (P, =), entio:

() f(@ =max{pEP:a=g(p)}

(i) g(p) =max{a € A:p =f(a)}.
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3 Formalizagao conjuntista da consequéncia e espacos de Tarski

Nao formalizaremos, neste momento, o conceito de Logica, apenas des-
tacaremos neste tipo de sistema formal um de seus aspectos mais relevantes,
a saber, o conceito de consequéncia. Nos textos de l6gica, com frequéncia,
associamos o conceito de consequéncia a uma relagao que atribui a cada con-
junto de premissas exatamente um elemento como consequéncia, a conclusio.

Esta abordagem generaliza a nossa concepgao de inferéncia.

Definicao 3.1: Denominamos uma relagao R C E x E de equipotente; e
uma relacio R CF E) x E de ndo equipotente, em que P(E) é o conjunto
das partes de E.

Como veremos a seguir, uma relagdo de consequéncia de conclusao
unitaria é um caso de relagdo ndo equipotente. Ja uma relagdo de conse-
quéncia de multiplas conclusées € um exemplo de relacido equipotente.
Outro exemplo significativo de relagdo equipotente é o conceito de

operador de consequéncia de Tarski, que também sera definido a seguir.

Defini¢do 3.2: Seja E um conjunto ndo vazio. Para todos AUBU{x, y} C
E, arelacdo ndo equipotente - C J(E) x E é uma relagdo de consequéncia
unitdria sobre E se sdo validas as seguintes condigoes:

(RD) {x} +x

(R2) A+ x= AUB I x

RAEFxe AU} -y =Ary.

Como neste trabalho s6 trataremos de relacGes de consequéncia
unitaria sobre E, nos referiremos a esta, simplesmente, como relacao de
consequéncia sobre E. Denotaremos o sistema dedutivo determinado

pelo conjunto E e pela relagido de consequéncia +, sobre E, por (E, F).

Definicdo 3.3: Seja (E, ) um sistema dedutivo. Dado A CE, o fecho
dedutivo de A é o conjunto A ={XEE: A+ x}.
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Definicio 3.4: Se (E, ) é um sistema dedutivo, entdo A, B C E sdo
dedutivamente equivalentes, o que é denotado por A ~ B, se & = B.

Proposicio 3.5: O sistema dedutivo (E, ) determina uma relagio de

ordem parcial = sobre E, de tal modo que: x <y < {x} - y.

Demonstragdo: A reflexividade de =< segue diretamente de (R1). Para
verificarmos a transitividade de < observemos que, se x <y e y <z, entao
{x} ~ye{y} 2z De{y}r z pela(R), temos {x} U{y} - z. Daie {x} -y,
pela (R3), temos que {x} - z, isto é, x = z. Resta-nos mostrar a antissimetria
que neste caso tem a seguinte configuracio: se x <y e y = x, entdo {x} -
y e {y} - x e isto nos diz que os conjuntos {x} e {y} sdo dedutivamente
equivalentes, que é um tipo de “igualdade fraca” entre x e y, ou uma igual-
dade l6gica, na medida em que em uma deducio x e y sao indistinguiveis. m

Para caracterizar uma nocao de légica, na década de 1930, Alfred Tarski
introduziu os conceitos de operador de consequéncia e de espaco de Tarski,
0s quais apresentamos a seguir junto com alguns resultados cujas demons-
tragdes podem, em geral, serem encontradas em Martin e Pollard (1996).

Definicao 3.6: Um operador de consequéncia sobre E é uma relagao
equipotente definida por uma fungio  : JP(E) — P (E) tal que, para
todos A, B CE, sdo validos:

(C1) A CE2(A) (autodedutibilidade)

(C2) A C B =2(A) CZ(B) (monotonicidade)

(C3) C(C(A)) CL(A) (idempoténcia).

Para todo operador de consequéncia , seque de (C1) e (C3), que

vale a igualdade C(Z(A)) = C(A).

Definigio 3.7: Um operador de consequéncia Csobre E é finitario
quando, para todo A C E vale:
(C4E) = U{If(Af) : A, é subconjunto finito de A}.

12/32



VERITAS | PORTO ALEGRE | V. 64, N. 3, JUL.-SET. 2019 | e-32214

Definicio 3.8: Espaco de Tarski (sistema dedutivo, espaco de fecho,
lbgica) é qualquer par (E, ), em que E é um conjunto e £ é um operador

de consequéncia sobre E.

Definigdo 3.9: Seja © um operador de consequéncia sobre E. O con-
junto A € (k) é fechado em (E, C) quando £(A) = A, e A é aberto em
(€, ) quando seu complementar, denotado por AS, é fechado em (E, ).

Proposicio 3.10: Se (E, ) éum espaco de Tarski, entdo o dominio E é
fechado, o conjunto & é aberto e, para todo A CE, o conjunto If(A) éfechado.

Proposicdo 3.11: Toda intersec¢ao de conjuntos fechados em um espaco
de Tarski (E, ) é ainda um conjunto fechado. Toda unido de conjuntos
abertos é um aberto em (E, (2).

Os conjuntos If(@) e E correspondem ao menor e ao maior fechados, res-

pectivamente, associados ao operador de consequéncia L sobre o conjunto E.
Definig¢do 3.12: Um espaco de Tarski (E, 2) é vdcuo se C(D) = @.

Espacos topoldgicos determinam espacos de Tarski que sdo exemplos
de espacos vacuos. Basta escolher ({4} = fecho topolégico de A, isto

é, a interseccio de todos os fechados que contém A.

Proposi¢do 3.13: Em um espaco de Tarski (E, ) vale a seguinte
igualdade C(AUB) = C(Z(A)UB).

Demonstragdo: Como A CI2(A), entio Z(AUB) CE(LZ(A)UB). Por
outro lado, £(A) CEZ(AUB) e B CIZ(AUB) e, entio £(A)UB CE(AUB) e,
portanto,Z(Z(A)UB) CC(AUB). =

Observagio: Se (E, ) é um sistema dedutivo e A CE, entdo o fecho
dedutivo de A, pode ser denotado por A ou C(A) = {x EE: A x}.
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A demonstracao dos seguintes dois resultados, pode ser encontrada
em Feitosa, Moreira e Soares (2016).

Proposicio 3.14: Se (E, -) é um sistema dedutivo, entdo o fecho

dedutivo determina um operador de consequéncia de Tarski.
A reciproca deste resultado também é bem simples.

Proposicio 3.15: Se (E, ) é um espaco de Tarski, entdo a relacio
nio equipotente - definida a partir de Cpor A - x < x EC(A) é uma

relagdo de consequéncia.

Desta forma, temos uma equivaléncia extencional entre os conceitos

de relagao de consequéncia e operador de Tarski.

4 Algebra implicacional

Apos todas as consideragdes pregressas, estamos prontos para
introduzir a estrutura algébrica que nos interessa. Na proxima secdo
discorreremos sobre a logica que estara associada a essa algebra e, fi-
nalmente, estabeleceremos, de uma maneira muito técnica, especifica e
usual, a adequacgao entre tais sistemas formais.

O conceito de algebra implicacional, para o qual usaremos a notagao
ialgebra, procura formalizar uma nocao l6gica basica chamada implicagéo,
ou condicional, no ambito de uma estrutura algébrica. No trabalho que
ora apresentamos, esquecemos que existem outros operadores logicos
importantes e concentramo-nos na implicacao.

A abordagem deste topico é feita de modo similar a Rasiowa (1974),
que denominou esta estrutura de algebra implicativa positiva.

Por tratarmos de uma nocao de condicional, esta formalizagao resgata

aspectos do “se, ... entdo”, que nos conduzem a uma nogdo de ordem.
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Definicao 4.1: Uma dlgebra implicacional, ou idlgebra, é uma terna A
= (A, 1, ~) em que A é um conjunto, 1 é uma constante tal que 1€ A, e
~~ é uma operagao binaria sobre A, que satisfaz as seguintes condigoes,
para todos a, b, c € A:

(@) a~1=1

(@)sea~b=1eb~a=1entdoa=b

@) a(b~a) =1

(@,) (@~ (b))~ ((anb)»(a~c)) =1.

Em uma abordagem mais precisa, porém ndo usual, enxergando
A como um sistema formal, dirlamos ter um alfabeto formado: pelos
elementos de A; pelo seu elemento distinguido 1; pela operagao binaria
~; pela relagdo de identidade =; e pelos simbolos ) e (. A partir destes
obteriamos as formulas e assim por diante.

E nossa intencdo que a operagdo ~ induza uma ordem sobre A.
Assim, a condicao (a1) destaca que o elemento 1 é um maximo em A. A
condicdo (a,) introduz a antissimetria em A. Veremos que as condigbes
(33) e (a4) ddo conta de gerar a reflexividade e a transitividade em A.

Proposicdo 4.2: Seawb=1ea=1,entdob=1.
Demonstragdo: Se a~b=1ea=1,entao 1~b=1.Como por (a1), b1

=1, entdo por (a2), seguequea=b=1nm

Proposicio 4.3: Se A= (A, 1, ~) éumaidlgebraeq, b, c E A, entlo:
() awa=1
(i)seawb=1eb~c=1,entdoawc=1

Demonstragao: (i)

1. (a~((awa)~a))» ((a~(a~a))w(a~a)) =1 @)

4

2. (a~((a~a)~a)) =1 (@)

3. 1w ((a~(a~a))~(a~a)) =1 Substituicdo de (2) em (1)
4. ((a~(a~a))~(a~a)) =1 Proposicdo 4.2 em (3)

5. (a~(a~a)) =1 @)
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6. (1w (a~a)) =1 Substitui¢cdo de (5) em (4)
7.a~~a=1 Proposicdo 4.2 em (6)

)

1.awb=1 premissa

2.bwc=1 premissa

3.aw1=1 @)

4. a~(b~c)=1 Substituicdo de (2) em (3)
5. (@ (b))~ ((awb)»(a~c) =1 (@)

6.1~ ((a~b)~ (a~c)) =1 (4e a4)

7. ((@~b)~(a~c)) =1 Proposicio 4.2 em (6)

8. (1w (a~0)) =1 Substituicdo de (1) em (7)
9.a~C=1 Proposi¢do 4.2em (8). m

Definicio 4.4: Se A = (A, 1, ~~) é uma ialgebra, entio definimos a
relacdo < por:

a<b<sa~wb=1.

Proposicdo 4.5: A relagdo < é uma ordem parcial e o elemento 1 é
maximo em A = (A, 1, ~) para a ordem <.

Demonstragdo: Segue de (), (a,) e Proposicdo 4.3. m

Considerando a definicao da ordem <, acima, temos os seguintes
resultados.

Proposicio 4.6: Se A = (A, 1, ~) é umaidlgebrae q, b, c € A, entio:
(D) asbwa
(i) aw (bwc) = (awb)~(awc)
(ii)b=sc=awb=awc

(ivyvasbwceb=awc

Demonstragdo: Os itens (i) e (ii) decorrem de (ag) e (a4).
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(i) Como b = ¢, entdo b~c =1. Assim, segue de (a) que a~(b~c) =
1. Por (a4) temos (@~ (b))~ ((a~b)~(a~~c)) =1, logo pela Proposicio
4.2 segue que (a~b)~(a~c) =1, isto é, awb < a~c.

(iv) Sea=b~c, entdo a~(b~c) =1.Da Proposicdo 4.2 e (a4), segue
que (a~b)~(a~c) =1, ou seja, (a~b) < (a~c). Assim, utilizando (iii)
teremos que b~ (a~b) < b~ (a~c). Agora, por (ag), (a,) e Proposicao
4.2 seguira que b~ (a~c) =1. Areciproca é analoga. m

Seemumaialgebra A= (A, 1, ~) fixarmos um elemento arbitrario ¢
de A e definirmos as funcdes f, g: A—»Atal que f(a) = a~c e g(b) = b,
quaisquer que sejam a, bE A, decorrera da Proposicio 4.6 (iv) que o par
(f, g) determina uma conexao de Galois, conforme Defini¢do 2.14. Esse
fato produzira alguns resultados que sdo descritos na proxima proposicao.
Proposicio 4.7: Se A= (A, 1, ~) é uma idlgebra e g, b, c € A, entdo:
(N a=sl@wo)~c
(iDasb=bwc=awc
(i) a~c = ((a~c) ) ~c
(iv)1~c=c
) a~(b~c) = b~(a~c)
(vi) (@ b)~(a~c) = aw(b~wc)
(vii) (a~b)w(a~c) = a~(b~c)
(viii) a~(a~b) = a~b.

Demonstracdo: Fixamos c E A e definindo as funcdes e & conforme
descrito acima teremos a conexio de Galois (f, &). Decorrem:

(i) Pela Proposicido 2.15 (iii), como a = g(f(a)) entdo, a < gla~c) e
as= (a~c)~c.

(i) Pela Proposicdo 2.15 (i), se a < b, entdo g(b) = g(a), isto €, b~c < awc.

(iii) Pela Proposi¢do 2.16, como f(a) = f(g(f(a))), segue que a~c =

f((aw ) ) = ((aw ) w ).
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(iv) Por (i) desta proposi¢do temos que 1= (1)~ €, entdo, por
@), @~ c)~c=1. Assim, 1~ = c. Da Proposicdo 4.6 (i), temos que ¢ <
1~c. Portanto, 1wc =c.

(v) Pela Proposicdo 4.6 (i), a(b~c) = (a~b)~(a~c). Pela mes-
ma Proposicao 4.6 (iv), temos (a~b) < (a~w (b))~ (a~c). Como b
= a~~b entdo, seque que b = (@~ (b))~ (a~c). Mais uma vez pela
Proposicdo 4.6 (iv), temos a~(b~c) < b~ (a~c). Trocando a por b,
segue b (a~c) < a~(b~c) e, portanto, vale a igualdade.

(vi) Como, por 4.6 (i), b = a~~b, entdo, pela Proposicio 4.7 (i), temos
que (a~b)~(a~c) = b~ (a~c) = a~ (b~ c), pela Proposi¢io 4.7 (v).

(vii) Segue da Proposicdo 4.6 (ii) e da Proposicédo 4.7 (vi).

(viii) Pela Proposicio 4.6 (i), a~~b < a~~(a~~b). Por outro lado, pela
Proposicdo 4.6 (ii), a~~(a~b) = (a~a)~(a~b) = 1~ (a~b) = awb.

Logo, vale aigualdade. m

Um conceito importante, do qual faremos uso oportunamente, é
apresentado a seguir e chamado de Filtro Implicativo. Assim, como con-
vencionamos chamar a algebra implicacional de idlgebra, adotaremos a

expressao ifiltro para os filtros implicativos.
Definicio 4.8: Seja A= (A, 1, ~) umaialgebra. Um filtro implicativo, ou

ifiltro, em A é um subconjunto ndo vazio F C A tal que, paratodos a, b € A:
sea€Feasb,entiobEF.

Certamente, o elemento 1 de A pertence a todo ifiltro F.
Proposicio 4.9: Se A= (A, 1, ~) é uma idlgebra e a € A, entio:

(i) o conjunto a— = {b E A: a =< b} é um ifiltro;
(i) se FC A é um ifiltro, entioa €EF < a— CF.
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Demonstragdo: (i) Se b € a— e b < ¢, pela lei de formacédo de a—, a
< b e, desta forma, a = c. Logo, ¢ € a—. Deste modo, a—»={pEA:a=
b} é umifiltro.
(ii) (=) SeaEFeas=b, pela definicio de ifiltro, b EF. Logo, F tem
como elementos todos os elementos de a—, ou seja, a— CF.

(=)Sea— CF comoaEag—, entioaEF. m

Definicio 4.10: O filtro a— é denominado filtro implicativo gerado

por a, ou simplesmente ifiltro gerado por a.

Proposicio 4.11: Se A= (A, 1, ~) é uma idlgebra e FC A é um ifiltro
sobre A, entdo:
(i) o conjunto {1} C A é um ifiltro de A;
(ii) o conjunto {1} C A esta contido em todo ifiltro de A.

Demonstragdo: (i) {1} =1—.
(ii) Seja F um ifiltro qualquer de A. Como 1€ A e paratodo a EF,
segue que a < 1, entio, pela Defini¢io 4.8, segue que 1 € F. Logo, {1} C
F, paratodoFde A. m

Proposicio 4.12: Sejam A = (A, 1, ~) uma idlgebra e S C A. A inter-
seccdo de todos os ifiltros de A que contém S é um ifiltro.

Demonstragdo: Seja [S] = N {FA C A : FA é ifiltro de A e S C FA}
Precisamos verificar que [S] é um ifiltro de A.

Sejama, b E A.Se a €[S] e a = b, entdo para todo A, a € FA. Como
cada F\ é ifiltro, entdo b € FA e, portanto, b € [S].

Logo, [S]=N{FAC A:FAéifiltroe SCFA} éumifitrode A. m
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Definigcdo 4.13: O ifiltro [S] é denominado filtro gerado por S, ou sim-
plesmente ifiltro gerado por S.

Definicdo 4.14: Sejam A = (A, 1, ~) uma ialgebra e F C A um ifiltro
de A. O ifiltro F é proprio se F = A.

Definicdo 4.15: Sejam A = (A, 1, ) uma ialgebra e F C A um ifiltro.
O ifiltro F é maximal se ele é proprio e:
(i) para todo ifiltro F* de A, se F C F*, entdo F* = F ou F* = A,

Assim, um ifiltro maximal F ndo esta contido em qualquer ifiltro

maximal distinto dele.

Defini¢io 4.16: Sejam A = (A, 1, ~~) uma idlgebra e F C A um fifiltro.
O ifiltro F é dito irredutivel se ele é proprio e, para todos dois ifiltros F ,
F,seF==FNF,entdoF=F ouF=F,_.

Proposicio 4.17: Se A = (A, 1, ~) é uma idlgebra, entdo as seguintes
condigOes sao equivalentes para todo filtro F C A:
(i) F éifiltro maximal
(i) F é ifiltro irredutivel.

Demonstragdo: Ifiltros maximais e irredutiveis tém que ser proprios.
Se Fé maximale F= F,NF, comF eF,ifiltros, entdo F=F ou F=F e,
portanto, F é irredutivel. Por outro lado, se F é irredutivel, s6 pode ser

isubfiltro dele mesmo e de A. Logo, F é maximal. m

Lema 4.18: Sejam A = (A, 1, ~) uma ialgebra e F uma cadeia de
ifiltros em A. Entao:
() UF é ifiltro de A;
(i) se x € F, para todo elemento F de F, entdo x & UF.
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Proposi¢io 4.19: Sejam A = (A, 1, ~~) uma ialgebra e F um ifiltro de

A. Se x € F, entdo existe um ifiltro irredutivel F* tal que F C F* e x & F*,

Demonstragao: Seja F o conjunto ordenado pela inclusio de conjuntos
C de todos os ifiltros sobre A que contém F e ndo contém x. Pelo lema
anterior, toda cadeia em F tem um limitante superior. Entao, pelo Lema
de Zorn (Proposicdo 2.10), existe um elemento maximal F* em F. Pela
definicio de F, FC F* e x & F*.

Resta verificarmos que F* é irredutivel. Se F*=F N F e F e F, sdo
ifiltros, entdao F* CF, F*CF e x & F ou x € F_. Deste modo, ou F, EF ou
F,EF. Como F*émaximalem FeF*CF ,F*CF ,entaoF*=F ouF*=F . m

A seguir, veremos a formalizagio dessa no¢ao de implicacao no am-

biente de uma légica proposicional.

5 Logica implicacional

Nesta se¢do apresentamos a légica implicacional que denotaremos
por iL. Trata-se de uma lbgica proposicional com um Gnico operador
l6gico para representar a implicagao.

Por portar um Unico operador, podemos destacar muitos aspectos
l6gicos da implicacdo. Veremos como este operador, com as propriedades
aqui indicadas, conduz naturalmente ao conceito de ordem.

A linguagem L de iL é construida a partir de um simbolo —, para
a implicacdo, das variaveis proposicionais, cujo conjunto denotaremos

Var(L) ={p,, p,, P, ...}, além dos simbolos) e (.

Definigao 5.1: O conjunto Var(L) ={p, p,, P, ...}, das varidveis propo-

sicionais de L, corresponde as formulas atdmicas da linguagem L.
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Definicdo 5.2: O conjunto das férmulas de L, denotado por For(L), é
definido indutivamente por:
(i) cada variavel p, esta em For(L);
(i) se @, Y& For(L), entdo ¢ — P € For(L);

(i) nada mais pertence a For(L).

O sistema axiomatico dedutivo de iL fica determinado pelos seguin-

tes itens:

Esquemas de Axiomas:
(A) g—(p—)
(A2) (g—Wp—0)) — (g—y) — (p—0)).

Regra de Dedugao:
(MP) @, @ = ¢ .

Com as defini¢es de deducao e demonstracao da Segdo 1, podemos

dar exemplos de resultados validos em iL.

Proposi¢do 5.3: () - g—¢
(i) g—>y, y—o - oo
(iii) p—(p—0) F Y—(g—0).

Demonstragao: (i)
1. (= (@ = @) — 0) — (¢ (@ — ¢)) — (¢ — @) instdnciade (A2)

2.9 (> @) — @) instancia de (A1)

3. (0= (@ — @) — (@ — @) MPemie2

4.9— (@ — @) instancia de (A1)

50—0¢ MP em 3 e 4.
(i)

1. 9=y p.
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2.y >0 p.

3. (@ —0) - (¢ (y —0) (A1)

4. g— (Y —0) MPem2e3

5. (g— (Y—0)) — (=) — (p—0)) (A2)

6. (9—y) — (9—0) MPem4es

7. 9—0O MP em1e 6.
(i)

1. 9— (y —0) p.

2. (p— (Yy—0)) = (¢—y) — (9—0)) (A2)

3. (p—¢) — (p—0) MPemie2

4.9— (p—) Ax,

5. y— (p—0) (ilem3e4. m

Teorema 5.4: (Teorema da Dedug¢do) Seja AU{g, Y} C For(L). Se AU{op}
1, entdo A - @ — .

Demonstragdo: A mesma de Feitosa e Paulovich (2005). =

Proposic¢io 5.5: Seja AU{gp, Y} C For(L). Se A - @ — 1, entdo AU{p} F.

Demonstragdo:

1. AU{@} - — A C AU{g} ep.
2. AAg} - o 9 € AU{op}

3. AU{¢} Fy MPemie2 m

Corolario 5.6: Se ¢, y, o € For(L):
() 9— (W—0), p—y - g—o.

Demonstragdo: (i)
1. g—(p—0)

2.9
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3.9 pp-
4.y—0 MPem1ie3
5.0 MPem2e4

Logo, p—(p—0), 9=, ¢ - o€, pelo TD, g—(Y—0), o) F ¢—0.

6 Adequacao

Agora, apresentamos a adequacao entre a logica il e as ialgebras.

Denotaremos uma ialgebra genérica A= (A, 1, ~) simplesmente por A.

Defini¢do 6.1: Uma valoragdo restrita é uma fungdo uA:Var(L) — A4,

que interpreta cada variavel de L em um elemento de A.

Definicdo 6.2: Para p, ¢, Y € For(L), uma valoragdo ou interpretag@o
é uma funcdo u: For(L) — A que estende de modo natural e Unico a va-
loracdo restrita do seguinte modo:
() u(p) = un(p)
(iD) u(e—y) = u(@)~uY).

Os simbolos de operadores do lado esquerdo representam operadores
l6gicos, enquanto os simbolos de operadores do lado direito representam
os operadores algébricos de A.

Definicdo 6.3: Uma valoragio u: For(L) — A é um modelo para um
conjunto T C For(L) se u(g) =1, para toda formula ¢ ET.

Também dizemos que o par (U, A) satisfaz o conjunto I e indicamos

este modelo de T por (U, A) = I. Se o conjunto T’ tem uma Gnica formula

v, denotamos a satisfagdo por (U, A) E v.
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Definicdo 6.4:Se A é uma ialgebra e ¢ € For(L), entdo a férmula ¢ é
valida em A se toda valoragdo u: For(L) — A é um modelo para ¢.
Neste caso, indicamos que A é um modelo para @ por A = @ e que

A é um modelo paraT por A L.
Definigdo 6.5: Uma formula ¢ é vdlida quando ela é valida em toda idlgebra.

Denotamos que g € valida por = ¢ e que todo modelo de I' é também

modelode @ por' = @

Teorema 6.6: (Correcio) Sejam I' C For(L) emumailL e Aumaialgebra
qualquer.SeT -y, entao I E=y.
Demonstragao: Por indugdo sobre o comprimento da dedugao I' - v.

Seja (U, A) um modelo qualquer para I'. Se a dedugio tem com-
primento 1, entdoy € ' ouy é um axioma de iL.

SeyETeAET entioA=1.

Se y é um axioma, entdo y é p—(p—q) ou y é (g—(Y—0))—
((p—y) —(p—0)). Da defini¢do da ialgebra, temos que para toda valo-
racdo U em qualquer idlgebra A, u(p—(Y—@)) =1 e u((g—Y—0))—((-
o) —(g—0)) =1.

Agora, consideremos que o Ultimo passo da deducgdo I'y seja por
uma aplicacdo daregraMP:T+—oel+o—y /T .

Por hipdtese de indugio, temos que U(o) =1 e u(o—y) =1. Da idlge-
bra temos que u(o) = u(y). Logo, u(y) =1 e, portanto, a regra Ginica MP

preserva a validade de iL relativa aos modelos (U, A). =
Para completarmos a adequacao devemos mostrar a reciproca

deste teorema. Nesta demonstragdo surgira o conceito de algebra de

Lindenbaum deiilL.
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Definicao 6.7: Chamamos de dlgebra das formulas de iL a estrutura

algébrica dada pelo par (For(L), —).

Definicio 6.8: Para ¢, y € For(L), definimos a relagio = por:
PEYpSEeoPpeyPp—o.

Proposicdo 6.9: A relacdo = é uma congruéncia.

Demonstracdo: E uma congruéncia por ser uma relacio de equiva-
léncia que preserva o Unico operador envolvido —. Verificamos que = é
uma relacio de equivaléncia.

Arelagdo éreflexiva: para toda formula ¢ € For(L), - g—@eentdo p = .

Arelagao é simétrica: se ¢ =, entdo - g— P e - 1p— @. Logo, Y = ¢.

A relagdo é transitiva: se ¢ =y e = ¢, entdo Fp— P, - Y— @, -
Yy—oeto—-y.logo,-Fp—o0cero—-p<= =0

Assim, a relagdo = é uma equivaléncia que preserva —, uma vez que,

sep=ypeoc=Aentiop >0=yP—A.m

Definicio 6.10: A classe de equivaléncia de ¢ médulo = é dada por:
lo] = {y €For(L) : y = ¢}.

Definicao 6.11: A dlgebra de Lindenbaum deiL, que serd denotada por
A(L), é a dlgebra quociente:
A(L) = (For(L)|E, —&, T), tal que:
M o] == [w] = [o — y]
(i1E=lp—>q]=T

O elemento T representa a classe de equivaléncia dos teoremas da

iL. Ndo escreveremos mais o subindice = da algebra acima.

Proposicio 6.12: A algebra A(L) é implicacional.
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Demonstragdo: Segue dos axiomas (A1), (A2) e 5.3 (i). m

Proposicio 6.13: Na algebra A(L) vale: [¢] = [y] < Fo—.
Demonstragdo: [p]l <[] < [l = [Y]=T < - ¢o—y. =

Definicdo 6.14: Uma teoria A é um conjunto ndo vazio de férmulas
fechado para a deducio, isto é, ¢ € A se, e somente se, A - @.

Defini¢ao 6.15: Uma teoria A de iL é maximal se para qualquer teoria
A*deil, se A C A* entdo A* = A ou A* = For(L).

Seja T o conjunto de todas as teorias maximais da iL.
Definicio 6.16: Para ¢ € For(L), seja ||g|| = {AE T : ¢ E A}

Proposico 6.17: Para ¢, € For(L), | ||| C [|w]] se, e somente se, -op—p.

Demonstragdo: (=) Se #+ p—p, entdo existe A €T tal que p—y & A.
Uma tal teoria deve ser tal que A - @ e A -y, isto é, [|¢|| £ [|y]]-

(=) Se A€ ||g||, A —o. Como + @—y, entdo A - @—p €, por MP, A
Fy.LogoAE||y||. =

Definicdo 6.18: Seja A | = ({ ||¢]| : o € For(L) }, =, 1), definida por:
Dr=llo—ql[=T
G llepll = [l = [l —p]l.

Proposicio 6.19: Para ¢, € For(L), - g— se, e somente sg, |
Demonstragdo: Imediata da definicdo acima. m

p—yl[=1.

Corolario 6.20: Para ¢, ¢ € For(L),
llell S [1wl]-
Demonstragao: gl ~ |[vl| =1 [lg—wl| =1 <> - g—p < [Igl| C yl|m

lgll = ||| =1 se, e somente se,
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Teorema 6.21: A dlgebra AH =({||gl|: 9 EFor(L) }, =, 1) éimplicacional.
Demonstragdo: (i) ||g|| = 1 =1, pois - g—(p—).
(i) Se [lol| = [lwll = 1€ [lw] = llell =1, entdo ||¢l| S [[w]] e [[w]|
llll. Logo [lel] = [1wl.
(iii) Como = g—(—), entdo ||¢]| € [[y—el| = llg] ~ [ly]|. Do
Ll = Cllepl= [lwl[) =1
(iv) Como + (¢ =y —0)) = (p—yp)—(9p — 0©)), por varias
aplicagdes do corolario anterior temos ( ||o|| — C|lw|| — |lo]| ) ) — ((

llell = 11wll) = Cllell = [lol| ) ) =1.m

corolario anterior,

Proposicdo 6.22: Cada teoria A de iL é um filtro implicativo para ¢
=Y < ooy

Demonstragdo: Certamente, p—@ pertence a toda teoria A deiiL, e
sepEAep<y,entiop —> P EAe, dai,por MP, Y EA. m

Teorema 6.23: (Completude Forte) Seja TU{g} C For(L). Se T = o,
entdoll -~ @.

Demonstrag@o: Consideremos que I i+ ¢ e A é o fecho dedutivo de .
Entdo A é uma teoria tal que ¢ & A. Pela proposicdo anterior, A é um filtro
implicativo deiL e das Proposi¢oes 4.17 e 4.19, temos que existe um filtro
maximal A* tal que A C A* e ¢ & A+. Logo, A* € T. Assim, ha um modelo

Ax emumaialgebra,aalgebra A, , talque A+ =T e A* i . Logo, T ¢. m

[’

7 Uma algebra implicacional a partir dos espagos de Tarski

Estabeleceremos agora uma conexdo entre alguns dos conceitos
tratados neste artigo, a saber veremos como obter uma algebra impli-
cacional a partir dos espagos de Tarski, um espago conjuntista, que poe

em evidéncia a no¢ao de consequéncia e também de ordem.
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Vimos, nas Definigdes 3.8 e 3.9, as nogdes de Espaco de Tarski (E, ), e
de conjunto fechado em um Espaco de Tarski. Em uma primeira abordagem
tentando obter umaialgebra a partir de um Espago de Tarski consideramos a
reuniao de todos os fechados do espago e adotamos o seguinte procedimento.

Seja (E, &) um espaco de Tarski e F e a colecio de todos os conjuntos
fechados desse espaco, isto é, F = { X CE:2(X) = X }.0 conjunto F tem como

elemento maximo o conjunto E e como elemento minimo o conjunto C ().

Definigdo 7.1: Para quaisquer X, Y €F, definimos uma operacéo bindria,
denotada por ~, do seguinte modo:
X~Y = E(XCUY).

O conjunto X é fechado, mas o seu complementar X ndo precisa ser fecha-
do, nem tampouco o conjunto XcU Y. Mas o seu fecho certamente é fechado.
Conforme sera visto na proxima proposicao, a estrutura (F, ~, E)

se aproxima de uma ialgebra.

Proposicio 7.2: Na estrutura (F, ~, E), acima definida, sio vélidas:
(i) X~E=E;
(ilse X~Y=EeY~X=E, entioX=Y;
(i) X~ (Y~ X) = E

Demonstragéo: (i) X~E = C(XU E) = C(E) = E.

(ii) Como o operador identidade é um operador de Tarski sobre E,
para os seus fechados F temos o seguinte: se X = Y, entdo XU Y = E ou
YCU X = E.

(i) Segue pela Proposicio 3.13, que: X (Y~X) = X~ C(YCU X) =
=C(xcUl(Ycu X)) =C(xcuYcUX)=C(E) =E. m

Apesar dos resultados acima, ndo conseguimos validar a condi¢ao (a4),

da Defini¢do 4.1, na estrutura (F, ~~, E) proposta. Contudo, conseguimos

29/32



LOGICA, ORDEM E SISTEMAS IMPLICATIVOS | CRISTIANE ALEXANDRA LAZARO et al.

contornar a deficiéncia ao tomarmos um subconjunto muito especial de IF

,que reline os seus elementos que sdo simultaneamente abertos e fechados.

Proposi¢io 7.3: Em todo espaco de Tarski (€, &), tem-se [ C(X)]°C Z(X9).
Demonstracdo: Como X C £(X), entdo [E(X)]¢C X C Z(X°). m

Definigio 7.4: Em um espaco de Tarski (E, ), um conjunto X CE é
denominado clopen se ele é aberto e fechado simultaneamente.

Denotamos o conjunto de todos os clopens de (E, &) por G.

Proposicio 7.5: Seja (E, ) um espaco de Tarski. Se §C(E) é tal
que, para todo X € &, tem-se [Z(X)]¢= £(XC), entdo & C G.

Demonstragédo: Cada fechado de (E, ) é do tipo £(X), para algum
X CE. Dai, [Z(X)]¢ é aberto e como [Z(X)]¢= Z(XS), entio ele é aberto
e fechado. Cada aberto de (E, ) é do tipo [C(X)]¢, para algum X C E.
Como [Z(X)]¢= Z(XS), entdo ele é aberto e fechado. m

Como consequéncia, no espaco de Tarski (G, ), temos que [ (E)]
¢= [E]°= T e, entio, C(ES) = C(D) = @. Esse fato acarreta que (G, ) é
um espago vacuo.

Além disto, () = C(E) =E e [C(D)]°= [D]° =E.

Proposicio 7.6: Seja (E, ) um espaco de Tarski e (G, 2) o seu su-
bespaco de clopens. Entdo a estrutura (G, ~~, E), tal que para X, Y €G,
definimos X~~Y = C(XCU Y), é uma idlgebra.

Demonstragao: Tendo em vista a Proposicao 7.2 e o fato de que G

C'F, resta-nos mostrar que vale a condicio (a4) da Definicao 4.1, isto &,
para todos X, Y € G:
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(X (Y Z)) ~or (XY ) (XwrZ)) =1.

Para isso, observemos que, X~ (Y~ Z) = X~ (Z(YCU 7)) = C(X¢
U C(yeu 2)) =C(xcU YU 2).

Por outro lado, usando as Proposi¢des 3.13 e 7.5, obtemos:

(XY (X Z) = (XU V) E(XCU 2) = C([E (XU Y)]eU E(xE
U Z) = C([CXU Y)]cU (XU 2)) =C(CI(XU Y)TU (XU Z)) = E((x<
U Y)CU (XU Z2)) = E((XN YO U (XU 2)) =C((X U XCU Z) N (XCU Y©
U z)=CEN XU YU Z)=E(XU YeU Z).

Como os dois termos sdo iguais, entdo vale (a4) e, assim, (G, ~, E)

éumaialgebra. m

Consideragoes finais

Nestas notas, tratamos das nogdes de consequéncia légica e ordem,
primeiro em sistemas independentes que procuram formalizar os conceitos,
e depois com uma légica implicacional que ressalta o operador de implicagdo e
internaliza o ‘se, entdo’ em um sistema formal especifico dado por esta l6gica.

Em todos os sistemas tratados, percebemos que a nogdo de ordem
se faz presente. A l6gica implicacional pediu um pouco mais que a ordem.
Os axiomas da logica implicacional conduzem a ordem, mas s6 a ordem
ndo da conta do sistema tratado. Parece razoavel admitirmos que logica
exige um sistema de ordem e algo mais. Na l6gica tratada, este algo mais
é explicitado pelos seus axiomas e correlatos da ialgebra.

Como mais uma construcao, obtivemos um caso bem geral, que
acreditamos ser um teorema de representacao das idlgebras, dado pelos
espacos de clopens de qualquer espago de Tarski.

Em momentos posteriores, devemos continuar a tratar deste conceito
basilar que é a ordem na inter-relagdo com a Logica. Vemos aqui aspectos

dos fundamentos da Logica e uma visao bastante geral a ser tratada.
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