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Resumo: O objetivo principal desse trabalho é realizar uma andlise estrutural linear elastica
estatica de cascas, evidenciando o dimensionamento estrutural das cascas em concreto
armado, visando ter uma idealizacdo do comportamento estrutural deste tipo de elemento
indicando as regides dos maiores esforcos e deformagdes. O dimensionamento estrutural de
pecas correntes na engenharia ja € muito estudado e bem aceito na comunidade cientifica.
Entretanto, a analise de cascas possui esparsos referenciais analiticos. Perante a isso, 0s
métodos numericos se apresentam como o melhor instrumento para estimar solugdes. No
presente trabalho emprega-se o Método dos Elementos Finitos (MEF), em que ndo apenas
pode ser feita a analise, como o dimensionamento estrutural, ou seja, determinar a disposi¢ao
das armaduras necessarias para que a estrutura responda satisfatoriamente aos carregamentos
impostos. A analise sera baseada em teorias consagradas de placas e cascas, pretendendo

também abordar a modelagem desses elementos.

Palavras-chaves:”Método dos Elementos Finitos;Cascas;Concreto Armado”
1. Introducéo:

Por definicdo a casca é caracterizada por uma superficie média de um sélido de
espessura bem menor do que as suas dimensdes da superficie média. Também é referida como
uma estrutura com concavidade diferente de zero. Sua aplicacdo na engenharia é bastante
ampla devido a eficiente capacidade de carga, podendo vencer grandes vaos, utilizando-se de
uma quantidade menor de materiais. JA& do ponto de vista estético, possui um efeito
arquitetonico de leveza e beleza. O elemento de casca em concreto armado pode ser bem
empregado em estruturas destinadas a silos, estadios, auditorios, teatros, etc. Esses atributos
requerem uma analise mais criteriosa e complexa do que outros modelos estruturais correntes,

devido a sua geometria complexa e pela grande dificuldade de se obter solucfes analiticas.

1.1 Justificativa do Tema:
O conhecimento de modelos estruturais e a maneira como se comportam séo fatores
indispensaveis na area de projetos de estruturas. Assim, realizar um estudo de anélise de um

modelo complexo como o de casca implica adquirir conhecimentos em métodos numéricos



para que se possibilite estimar solucfes. Nesse trabalho sera abordado o Método de Elementos
Finitos (MEF), além de outras formulagdes.

1.2 Objetivo:
Esse trabalho de conclusdo de curso tem por objetivo fazer uma analise estrutural de
um elemento de casca e, por conseguinte, a verificacdo das armaduras necessarias a resistir 0s
esforcos e tensBes atuantes da casca em concreto armado como mostra a figura abaixo. No

trabalho sera explanada a teoria que envolve a analise e o dimensionamento destes elementos.

FIGURA 1 - Estrutura gerada
O modelo possui 360 elementos e 400 nds.

1.3 DelimitagGes do Trabalho:
O trabalho néo pretende explicar a teoria de Elementos Finitos, mas sim delinear
conceitos tedricos e matematicos que envolvem um elemento finito de casca. O conceito de
cada termo e sua respectiva funcdo no dimensionamento sera pautado. Nao sera considerado o

efeito de vento e as cargas consideradas serdo somente 0 peso proprio.

2 Referencial Tedrico:

A analise estrutural das cascas € realizada geralmente através do método dos
elementos finitos, onde se procura determinar o campo de deslocamentos cinematicamente
admissiveis assim como as tensfes estaticamente admissiveis. A abordagem utilizada no
método de elementos finitos para elementos da elasticidade tridimensional da-se através dos
trabalhos virtuais ou minimizacgéo da energia potencial total (SORIANO, 2003).

No trabalho € empregada a superposicdo dos elementos finitos de placa com estado
plano de tensdes, assim gerando um elemento de casca poliédrica (VAZ, 2011). O elemento



de placa segue da teoria de Kirchhoff-Love (SORIANO, 2003) para placas finas. Diversos
autores utilizam abordagens mais sofisticadas, baseadas na teoria de Reissner-Mindlin-Ramm
(1983), onde é considerada a deformacéo por esforgos cortantes.

No trabalho de Almeida (2006), foi utilizado o elemento DKT (Discrete Kirchhoff
Triangle) para placa, somado com o elemento CST (Constant Stress Triangle) para o estado
plano de tens6es. O objetivo era otimizar estruturas de materiais compostos.

Theory of plates and Shells (1959), livro em que os autores Stephen P. Timoshenko e
S.Woinowsky-Krieger fornecem um grande embasamento tedrico e analitico de placas e
cascas, é bem conceituado, servindo como referéncia para muitos autores, inclusive para esse
trabalho. O livro aborda a flexdo de placas retangulares longas de uma superficie cilindrica, a
flexdo pura de placas e a flexdo simétrica de placas circulares.

Além disso, a dissertacdo sobre dimensionamento e analise numérica de cascas em
concreto armado para aplicagcGes em plataformas offshore, de Carlos Pitagoras Pereira Friaca
(2006), tras grande contribuicdo para o estudo de dimensionamento das armaduras como
também a fissura do concreto.

Mathias Andres-Reinhard Harte (2005) desenvolveram uma abordagem numérica

simplificada para o estudo de flambagem em cascas de concreto.Neste mostra-se a
aplicacdo do metodo dos elementos finitos na analise de flambagem, com boa acurécia

3 Metodologia de Pesquisa:

No que se diz respeito a metodologia de pesquisa adotada para este trabalho podemos
conceituar do ponto de vista da sua natureza como uma Pesquisa Aplicada. Em relacdo a
abordagem do problema, apresentamos um tratamento quantitativo. Do ponto de vista dos
objetivos optamos pela pesquisa explicativa, finalizando com os procedimentos técnicos, em
que optamos pelo Estudo de caso. Em resumo este trabalho trata-se de uma pesquisa
experimental, pois se adéqua ao problema em questdo. Consiste em determinar um objetivo de
estudo (analise estrutural linear elastica estatica de cascas em concreto armado), selecionar 0s
aspectos da qual a envolvem e influenciam analisar o comportamento e por fim aplicar os
resultados da analise para verificacdo de armadura necessaria a resistir os esforcos.

4 Desenvolvimento e analise de cascas:

Sera utilizado programa SAP 2000 (V11) para realizar uma analise numérica via
Método dos Elementos Finitos (FEM do acrénimo do inglés). O estudo é feito sobre o0 campo
de deslocamentos e a partir destes sdo determinados: as deformacdes, tensdes, momentos

fletores e cortantes, seguindo esta ordem.



4.1 Abordagem geral:

Para o prosseguimento do método de trabalho primeiramente mostraremos
formulacBGes e conceitos importantes que permitirdo um entendimento da andlise e do
dimensionamento.

A Teoria de Placas, segundo Soriano (2003), foi apresentada por Sophie Germain
(1776-1831) na Academia de Ciéncias de Paris em 1811 e suas diversas teorias se diferenciam
basicamente quanto a idealizacdo do efeito de esforgo cortante. Na teoria classica de Gustave
Robert Kirchhof (1824-1887), apresentada em 1850, considerava-se inextensivel a espessura e
desprezam-se as deformacdes de esforco cortante, supondo que um segmento de reta normal &
superficie média permanecesse retilineo e perpendicular a essa superficie apos a deformacéo
da placa.

Esta Teoria (SORIANO, 2003) ou Teoria Classica é adequada as placas finas,
delgadas ou esbeltas, e adota a hipotese de Kirchhof-Love de que submetida a tensdo normal,
a superficie permanecer inalterada apds a deformacdo. Na figura 2 as informacGes

geomeétricas desta teoria sdo apresentadas.
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FIGURA 2 — Trecho de placa de espessura t, gab carregamento trg nsversal (_4 por unidade de area
Fonte: (SORIANO, 2003).

O que estd representado € um trecho de placa de espessura—t—sob—um—carregamento

transversal onde q é a carga por unidade de area. Onde e  sdo as rotacBes da superficie média

segundo os eixos X e Y.
Equacdo diferencial da placa de Germin-Lagrange:
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Onde:

: é o deslocamento de um ponto da superficie média da placa na direcdo normal a
superficie;

e : sd0 os deslocamentos fora da superficie média nas direcbes e
respectivamente;

: é a carga por area na superficie média;

D: é arigidez a flexdo da placa

Na teoria da elasticidade tridimensional sabe-se que as tensdes em um soélido sao

representadas conforme a figura 3:
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AX/ COMPONENTES DE TENSAO

A figura indica a presenga de trés tensGes normais e seis cisalhantes representadas na
equacdo 3.0. O estado plano de tensdes € definido tomando as componentes na direcdo z iguais a zero.
o,=0 7,,=7,=0

(4.0)

7,=7,=0

Para definir os esforcos atuantes nas placas é necessario utilizar a seguinte notag@ para
representar as derivadas das componentes de deslocamento:

w ov o*w

, o ,y—ay V,y—a W,Xy:M (50)

Portanto, as rotagdes podem ser descritas como: , e
A partir do  conhecido, podemos obter os valores de e pelas derivadas em relagdes a x
e y como segue abaixo:
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Seguindo os sentidos positivos da figura 4, podem-se estabelecer as relagdes que definem os

esforgos atuantes:

<< —r—MX
AX/ A{xy

RESULTANTES DE TENSAO

FIGURA 4 — Sentidos positivos das componentes de tensdo e de suas rdsultantes. Podendo, estes

serem avaliados da seguintes maneira: >
. A <<
Momento fletor de flexdo no plano xz:
<< A
A
t/2
My = J. 7,20z (6.0)
—t/2
Momento fletor de flex&o no plano yz:
t/2
M, =- J. 7,2dz (7.0)
-t/2
Momento de torcéo:
t/2
QX = I z-xydz (8'0)
-t/2
Esforco Cortante associado a flexdo de Mx:
t/2
Q= [ 7,z (9.0)

—t/2

Como Oz é muito menor do que a outra componente de tensdo de flexdo desconsidera-se.

Assume-se um estado plano de tensdes, ou seja, a relagdo constitutiva é dada pela seguinte equacao:
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A equacdo informa a tensdo para cada distancia z da superficie média, sendo que [Eept] é a
matriz de coeficientes elésticos do estado plano de tensoes:

MX t/2 E 1 v 0 \N,XX
Ile = .[ 22 _V2 v 1 0 WW =[E]{8} (11.0)
M, | 00 (1—V) /2 2W,,,
0 \N,xx
[E]=D|v 1 0 [e {gf=1w,, (12.0)
0 0 (1—V)/2 2W,,,

Matriz de coeficientes elasticos e vetor de deformacBes em sentidos generalizados, pois se
trabalha com resultantes de tenséo.

O método dos elementos finitos aplicados a problemas da mecénica dos sélidos é abordado
na forma de minimizacao da energia potencial total.

A equacdo de energia de deformacdo vem dada pelo produto interno entre tensdes e

deformacdes em todo dominio analisado:
1
U= Ejv (o8, + o,E, + Z'nyxy)dV (13.0)

Onde substituindo as deformacdes de flexao das equacdes chega-se:

1
U= EIA (_GXZW,XX o GYZWW - ZTXVZWXV)dZdA (14'0)
1 M, 1
;
U ZEJ;LW'XXW’WZWYWJ my dAzEI{g} {o}dA (15.0)

Xy

A equacdo da energia potencial total vem dada pela energia de deformagdo menos o trabalho
externo realizado pelo carregamento:
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A condicao de minimo desse funcional fornece a equacéo diferencial de equilibrio:
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A teoria de cascas finas, segundo SORIANO (2003), foi representada por H.
Também por Aron em 1874 e por A. E.love em 1888, mas a sua aplica¢do na resolugdo de
problemas de engenharia apenas foi realizada no inicio do século posterior, em 1983, por
Timoshenko. Semelhante as placas, as teorias de cascas se diferem basicamente quanto a
idealizacdo das deformacdes de esforco cortante. Podem ser classificadas em teorias de cascas
finas ou classicas, teorias com as hipdteses de Reissner—-Mindlin denominadas teorias de
primeira ordem, teorias de ordem superior e teorias de camadas discretas.

Nas teorias classicas desprezam-se as deformacdes de esforco cortante, considerando
que em um segmento de reta normal, a superficie média da casca permaneca retilinea e
normal a esta superficie apds a deformacdo da mesma. Com as hipoteses de Reissner-Mindlin,
aquele segmento permanece retilineo, mas ndo mais normal a superficie média. Nas teorias de
ordem superior adotam-se leis polinomiais néo lineares para definir o encurvamento daquele
segmento apos a deformacdo, em modelo matematico mais préximo do sistema fisico do que
nas teorias anteriores.

Nas teorias de camadas discretas, adequadas as cascas laminadas, adotam-se campos
de deslocamentos lineares por segmentos ao longo da espessura, impondo adequadas
condi¢cdes de contato nas interfaces entre laminas. Todos os modelos em casca guardam
aproximacdes em relacdo ao modelo tridimensional da teoria da elasticidade, mas tem a
vantagem de operar com um menor nimero de grandezas do que este Ultimo modelo e
permitirem com facilidade o calculo de resultantes de tensdes.

O efeito de flexdo esta associado as resultantes de tensdo My, My, Myy, Qx € Qy que
no caso de espessura pequena em relacdo aos raios de curvatura da casca tem as mesmas
expressoes que em placa. As componentes de tensdo do efeito de membrana sdo as mesmas
gue ocorrem no estado plano de tensbes, embora consideradas através de suas resultantes por

unidade de comprimento da superficie de referéncia. Tomando o referencial xyz com origem



nesta relacdo, aos raios de curvatura da casca, pra 0s sentidos positivos os esforcos de

membrana se escrevem:
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FIGURA 5 - Resultantes de tensdo em casca e efeitos de membrana e de flexao.
Fonte: (SORIANO, 2003)

Onde:

Ny € 0 esforco normal na dire¢do X;

Ny. € 0 esforgo normal na direcéo y;
Nyy € Nyx. € 0 esfor¢o normal na direcgdo Xx;

oy, Oy € a tensdo normal nas dire¢cdes X e y que provocam extensdo da superficie
média e momento fletor. A medida que cresce o efeito de membrana relativamente ao de
flexdo, modificagdes de forma, de condi¢Oes de apoio e/ou de carregamento, aumenta a

capacidade de carga da casca.

4.2 Efeitos de membrana e de flexao:
Segundo Soriano (2003), entre 0os modelos matematicos bidimensionais, 0 modelo de
casca é o que tem apresentado maiores dificuldades para o desenvolvimento de elementos

finitos robustos e eficientes. A formulacdo de elementos de dupla curvatura, diretamente a
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partir de teoria classica de casca requer campo de deslocamento polinomial de quinto grau
com correspondente elevado nimero de parametros nodais e se aplica a cascas abatidas ou
finas. Assim é pratico desenvolver elementos de casca por: (1) associacdo de elementos de
estado plano de tensdes e de flexdo de placa, ou (2) degeneracao de elementos tridimensionais
curvos em elementos de superficie, adotando restricbes cinematicas e mecanicas de forma a
incorporar hipdteses de cascas, usualmente as de Reissner-Mindlin. Evita-se dessa forma, o
uso de elaboradas teorias de casca e da geometria diferencial. Sdo essas duas abordagens em

casca isotropa e homogénea na espessura.

5 Aplicacéo Pratica:

Primeiramente deve ser detalhado o modelo de estudo, informada as dimensoes e
caracteristicas dos materiais empregados, ou seja, resisténcia do concreto (Fck) e mddulo de
elasticidade (E). Trata-se de um modelo de 2 (duas) baias sendo a primeira de raio R= 6.0
metros e a segunda com % de circunferéncia e comprimento de 12m,sendo a espessura
adotada foi de 20 cm. As caracteristicas do material considerado para as anélises foi concreto
de Fck =25 Mpa e modulo de elasticidade E= 28000 Mpa. N&o sera considerada a sobrecarga,
apenas 0 peso proprio.

Como mencionado anteriormente para analise do modelo, foi utilizado o software
(SAP V11). A primeira baia foi considerada engastada em seus dois apoios e a segunda baia
engastada ao primeiro e simplesmente apoiada ao segundo, como indica a figura 6 abaixo:

FIGURA 6 — Estrutura gerada
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Os valores dos esforgos obtidos, ou seja, tensdo normal (Nz) e momentos fletores
(Mx) e (My) seréo expressos em diagramas como 0s que seguem nas figuras abaixo:

070 084 0.98

FIGURA 7 — Deformacdes

80 64 48 22 A8 00 16 22004 SIS

FIGURA 8 - Forcas Normais Méaximas
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FIGURA 9 -Momentos fletores em y(My) (KN.m)
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FIGURA 10 —Momentos fletores na dire¢do x (Mx) (KN.m)
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FIGURA 11 —Forg¢a Cortante (kN.m)

Com os resultados obtidos podemos agora realizar uma analise das armaduras
necessarias para resistir os esforcos da casca. Observando os diagramas de esforgos obtivemos
a tensdo normal, momentos fletores nas diregdes x e y e esforgos cortantes. A partir desses
resultados decidiu-se realizar a andlise através da flexo-compressdo que leva em conta que
qualquer ponto da superficie da secdo representa um estado de limite Gltimo onde pode-se
variar a quantidade de armadura e conseqlientemente as bitolas das mesmas.

Devido a um elemento de casca possuir o efeito de membrana, onde temos a
existéncia dos respectivos esforgos citados anteriormente, foi realizada a divisdo de cada uma
das duas baias em secOes. Cada secdo terd seus esforcos normais, momentos fletores e
cortantes utilizando o programa para flexao obliqua (OBLIQUA 1.0).

Chegou-se a armaduras necessérias para resistir aos esforgos solicitantes através do
diagrama de interacdo de momentos fletores em Mx e My. Vale lembrar que o objetivo deste
trabalho é realizar uma analise de comportamento estrutural de cascas, portanto, normas de
armadura minimas ndo foram adotadas. As figuras seguintes ilustram as secOes e esforcos

solicitantes.
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FIGURA 12 -BAIA 1
DivisOes das secOes e esforcos atuantes.

FIGURA 13 -BAIA?2
Divisdes das secdes e esforcos atuantes.
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FIGURA 14 - Diagrama de interagdes
Secédo 1 BAIA 1.
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FIGURA 15 - Diagrama de interacGes
Secédo 2 baia 1.
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FIGURA 16 — Diagrama de interacdes
Sec¢do 3 Baia 1.
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FIGURA 17 — Diagrama de interacdes
Secdo 4 Baia 1.
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FIGURA 18 — Diagrama de interacdes
Sec¢do 5 Baia 1.
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FIGURA 19 — Diagrama de interacdes
Secdo 1 Baia 2.
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FIGURA 20 - Diagrama de interacGes
Sec¢do 2 Baia 2.
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FIGURA 21 — Diagrama de interacGes
Secdo 3 Baia 2.
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FIGURA 22 — Diagrama de interacdes
Secéo 4 Baia 2.
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FIGURA 23 — Diagrama de interacGes
Sec¢do 5 Baia 2.
Considerac0es Finais:

Ap0s todos os dados coletados pode-se observar a complexidade dessa estrutura em
varios pontos: a geometria é simples, mas ndo possui uma andlise trivial, tendo em vista seu
carater tridimensional. A casca é submetida as inimeras variac@es dos esforcos e deformacdes
em todo o seu corpo. As concentracdes de tensdes e esforcos sao maiores em seus apoios e no
centro. J& no ponto de vista mecénico, existe a possibilidade de diminuir um pouco mais 0s

deslocamentos, aumentando a espessura adotada, mas tendo em vista os resultados obtidos
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eles foram satisfatérios. Outro artificio também pode ser adotado aumentando o Fck, tendo
em vista que o esforgo de compressdo é muito alto nesse tipo elemento. Do ponto de vista
mecanico, pode-se evidenciar um fator que contribui para obter um deslocamento satisfatorio:
0 engastamento da base da primeira baia e o primeiro apoio da segunda, também
considerando a segunda baia simplesmente apoiada. Contudo, isso também acarretou o
aumento do valor dos momentos negativos em seus apoios.

Em relacdo ao esfor¢o cortante ndo foi indicada uma solucdo de armadura resistente.
Ha a possibilidade de uma adaptacdo da tese de mestrado de Carlos Pitadgoras (2009), que usa
o chamado “método sanduiche” para transferéncia de esforgos em lajes.

A flambagem também é um aspecto que pode ser estudado posteriormente a partir
desse trabalho, com a contribuicdo da analise do modelo apresentado.

A maior relevancia do trabalho é proporcionar uma idealizagdo do comportamento
estrutural de cascas. Para fins de aplicagéo direta de dimensionamento desse tipo de elemento
é demandado um maior numero de estudos que possam ser utilizados como referencial tedrico
dando suporte a analises mais profundas e detalhadas de todas as formulagdes e conceitos
aqui apresentados.

Para estudos futuros fica a partir deste trabalho fica como sugestdo um estudo sobre a
flambagem, como também o dimensionamento das armaduras para o esfor¢o cortante deste

elemento estrutural.
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