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RESUMO

Neste trabalho de pesquisa analisam-se o indice de Desenvolvimento Humano
(IDH) das unidades da federacao brasileira, utilizando modelagem matematica, em trés
abordagens: numérica, analitica e matricial.

Com a abordagem numérica, determinaram-se parametros adequados para 0s
modelos, Logistico e Quadratico, por meio da aplicacdo do Critério dos Minimos
Quadrados (CMQ), no indice de Desenvolvimento Humano Municipal médio entre os
anos de 1991 a 2010, nas unidades da federacdo. Esses dois modelos foram
considerados validos, pois forneceram estimativas proximas do IDH brasileiro do ano de
2012, disponibilizado pelo Programa das NacGes Unidas para o Desenvolvimento
(PNUD), o que néo ocorreu com outros modelos testados. A mesma analise foi utilizada
para as dimensoes do IDHM: Renda, Longevidade e Educacéo.

A solucdo exata da equacdo diferencial logistica foi obtida pela técnica de
separacao de variaveis e decomposicao em fracdes parciais. Isso permitiu comparar
estimativas futuras feitas com os métodos numéricos, relativas ao valor do IDHM.

Utilizou-se ainda, a modelagem por Sistemas Dinamicos Discretos para os dados
relativos a Renda e a Longevidade. Isso possibilitou estimar a distribuicdo dos estados
brasileiros em termos da classificagdo do IDHM.

Palavras-chave: Modelagem Matematica. Indice de Desenvolvimento Humano
Municipal. Critério dos minimos quadrados. Sistemas Dinamicos Discretos, Modelo
Logistico.
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1. INTRODUCAO

Este trabalho tem por objetivo a realizacdo de um estudo sobre o indice de
Desenvolvimento Humano (IDH) dos estados brasileiros e Distrito Federal (DF). O
indice de Desenvolvimento Humano dos estados € calculado por meio do indice
municipal e por isso adota-se a sigla IDHM. Para tal estudo, utiliza-se os dados
disponibilizados pelo Programa das Nag¢6es Unidas para o Desenvolvimento (PNUD).

O indice de cada estado varia de zero a um. Zero significa nenhum
desenvolvimento humano, e um, desenvolvimento humano total. A partir do estudo
desses dados e através da utilizacdo de modelagem matemaética, pretende-se encontrar
um modelo matemético para fazer previsées do IDHM e dimensfes das unidades da
federacao para anos futuros.

O conceito de Desenvolvimento Humano tem seu foco na qualidade de vida da
populacdo para isso considera caracteristicas sociais, culturais e politicas.
Diferentemente da perspectiva do crescimento econdmico, que vé o bem-estar de uma
sociedade apenas pelos recursos ou pela renda que ela pode gerar, o IDH leva em
consideracao trés dimensdes: Educacao, Longevidade e Renda de uma populacéo,
uma vez que temos tais informacdes, podemos atuar mais, detectando onde estéo as
deficiéncias dos estados brasileiros e assim redistribuir melhor os recursos e criar
politicas publicas eficientes (PNUD 2012).

No capitulo 2, apresenta-se o resumo sobre o Indice de Desenvolvimento
Humano (IDH) e o indice de Desenvolvimento Humano Municipal (IDHM), destacando-
se alguns aspectos relevantes em sua composicdo. Mostra-se, ainda, uma breve
descricdo dos indicadores que compdem as dimensOes: Renda, Longevidade e
Educacéo, e tabelas do IDHM médio das unidades da Federagdo dos anos de 1991,
2000 e 2010, com seus respectivos graficos. O capitulo encerra-se com uma analise
sobre a percentagem de crescimento do IDHM das umidades da Federacéo.

Descrevem-se, no capitulo 3, algumas definicbes de modelagem matematica e

como se desenvolveram suas etapas no decorrer deste trabalho. Nos capitulos 4, 5 e 6,
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apontam-se as modelagens utilizadas neste estudo: modelagem numérica, modelagem
analitica e modelagem matricial, respectivamente.

Para a modelagem numérica, utilizou-se o critério de minimos quadrados e foram
eleitos modelos que melhor se adaptavam ao IDHM. Para a modelagem analitica,
realizou-se a analise utilizando a equacédo diferencial logistica, por sua aplicabilidade
em processos envolvendo populagdes, que tem uma capacidade limitada (capacidade
de suporte). Na modelagem matricial, empregou-se a teoria de sistemas dinamicos
discretos para as dimensdes Renda e Longevidade.

No capitulo 7, apresentam-se conclusdes e perspectivas de continuidade desse
estudo.
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2. ASPECTOS TEORICOS DO IDH

Criado pelo economista paquistanés Mahbub ul Hagq, com a colaboracdo de
outros economistas, o IDH foi publicado pela primeira vez em 1990, e a partir dai tem
seu indice calculado anualmente. Em 1998 foi publicado pela primeira vez o indice de
Desenvolvimento Humano Municipal, (IDHM), a partir dos dados dos censos de 1970,
1980 e 1991. Estes indices sdo muito utilizados no Brasil, pelo governo federal e por
administracdes regionais, e podem ser consultados nas respectivas edi¢cdes do Atlas do
Desenvolvimento Humano do Brasil, que compreende um banco de dados eletronico
com informacdes socioecondmicas sobre todos os municipios e estados do pais e
Distrito Federal. (PNUD 2012)

O IDH surgiu com a finalidade de confrontar o indicador Produto Interno Bruto
(PIB) per capita, que considera somente a dimensdo econémica do desenvolvimento.
O IDH, além de considerar a dimensao Renda, ainda leva em considera¢cdo mais duas:
Educacdo e Longevidade, pois tem como objetivo a qualidade de vida de uma
populacdo (PNUD 2012).

De acordo com Rotta e Reis* (2007 citado por REIDEL, 2012, p.22).

A ideia de desenvolvimento nasceu associada ao projeto da modernidade que
previa a emancipacéo do ser humano e da sociedade em relac&o aos preceitos
da tradicdo, do pensamento magico e da religido, através da afirmacao da
capacidade do ser humano gerir sua prépria historicidade pelo uso da razédo. A
afirmacdo da modernidade rompeu as formas tradicionais de pertencimento e
protecdo social, exigindo a producéo de novos mecanismos e instrumentos que
deram origem as politicas sociais.

Com base na emancipac¢éo do ser humano, surgiu o IDH, com a premissa de que
as pessoas sdo a verdadeira rigueza da nacdo, e com o intuito de levantar discussdes
em torno de politicas publicas que coloquem as pessoas no centro das estratégias,

sugestdes estas que constam no Relatorio de Desenvolvimento Humano (RDH).

1ROTTA, E.; REIS. Desenvolvimento e politicas sociais: uma relacdo necesséria. Revista Textos & Contextos, v. 6 n. 2. 2007.331p
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2.1.indice de desenvolvimento humano municipal (IDHM)

Conforme (PNUD 2013), o indice de Desenvolvimento Humano dos municipios e
estados brasileiros é calculado a partir de uma adaptacdo do calculo do IDH. Esta
adaptacao foi criada em 1998 para refletir a realidade dos municipios e por isso é
chamada de indice de Desenvolvimento Humano Municipal (IDHM). Como os dados
para calculo dos indices de desenvolvimento dos Estados no Brasil utilizam a mesma
metodologia, que sera explicitada a seguir, utilizaremos a nomenclatura IDHM para
nosso estudo, que envolve os estados brasileiros e o Distrito Federal.

Apesar de preservar as dimensbes Longevidade, Educacdo e Renda, os
indicadores para o calculo do IDH e IDHM diferem. A principal diferenca é a fonte de
dados. Enquanto o IDH utiliza dados do departamento de assuntos econémicos e
sociais da Organizacdo das NacgBes Unidas (ONU), Instituto de estatistica da
Organizagdo das Nacdes Unidas para a educacao, a ciéncia e a cultura (UNESCO),
Banco Mundial e Fundo Monetario internacional, o IDHM utiliza os dados extraidos dos
Censos Demograficos do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE). (PNUD -
Atlas, 2013).

Tabela 1: Diferenca dos indicadores do IDH e IDHM

EDUCACAO
LONGEVIDADE Populagao Adulta Populagiao Jovem RENDA
. % 5-6 na escola
. % 11-13 nos anos
18+ com finais do fundamental | Renda mensal
IDHM Esperanca de . % 15-17 ¢/ per capita
- : fundamental
Brasil | vida ao nascer completo fundamental (em R$
completo ago/2010)
. % 18-20 ¢/ médio
completo
IDH Renda Média
Globa Esperanca de Média de anos de Anos Esperados de Nacional per
| vida ao nascer estudo de 25+ Estudos capita (US$
ppp2005)

Fonte: Atlas de desenvolvimento Humano no Brasil — PNUD 2013.

Na tabela 1, estdo representadas as diferencas do IDH e IDHM nas dimensdes

Renda, Longevidade e Educacéo.
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2.1.1. Céalculo do IDHM

As informacbes desta secdo foram escritas com base no Atlas de
Desenvolvimento Humano 2013, que traz informacdes atualizadas do calculo do IDHM.
O célculo do IDHM foi modificado em 2010 com o objetivo de melhor retratar o contexto

brasileiro. Os dados utilizados neste estudo ja estdo adaptados ao novo calculo.

A classificacdo do IDHM varia de zero a um, na seguinte classificacao:
e De zero a 0,499 - Muito Baixo;
e De 0,500 a 0,599 - Baixo;
e De 0,600 a 0,699 - Médio;
e De 0,700 a 0,799 - Alto;
e De 0,800 a 1 — Muito Alto.

O célculo do IDHM é realizado por meio da média geométrica das dimensdes

Renda, Longevidade e Educa¢do com 0 mesmo peso.

IDHM = 3/IDHM

renda

X IDHM g oevidage X IDHM

educacéo

A média geométrica foi adotada em 2010, pois reduz o nivel de substituicdo entre
as dimensdes evitando que um baixo desempenho em uma dimensao seja
compensado pelo elevado desempenho em outra.

Para a avaliacdo da dimensédo Renda, o critério usado é a renda municipal per
capita, ou seja, a média aritmética de cada residente no municipio. Para se chegar a
esse valor, soma-se a renda de todos os residentes e divide-se o resultado pelo nimero
de pessoas que moram no municipio (inclusive criangcas ou pessoas com renda igual a
zero).

Para a dimensdo Longevidade, € considerada a esperanca de vida ao nascer,
um indicador estreitamente associado as condi¢cbes sociais e econdmicas de uma

populacao. Esse indicador mostra o numero médio de anos que as pessoas viveriam a
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partir do nascimento, mantidos os mesmos padroes de mortalidade observados no ano
de referéncia, sintetizando as condi¢des de saude e salubridade do local, uma vez que
guanto mais mortes houver nas faixas etarias mais precoces, menor sera a expectativa
de vida. O calculo é feito pelo IBGE e as informacbes constam nas Tabuas de
Mortalidade da populacao Brasileira, disponivel em:
http://www.ibge.gov.br/home/estatistica/populacao/tabuadevida.

Para realizar o calculo da dimensdo Educacdo do IDHM, é calculada a média
geométrica de dois indicadores, um que mede a escolaridade da populacdo adulta, e
possui peso 1, e outro que mede a populagcédo em idade escolar, com peso 2. O primeiro
€ verificado pelo percentual de pessoas a partir de dezoito anos que concluiram o
ensino fundamental. O segundo acompanha quatro momentos importantes da formacéo
da populacédo em idade escolar, e é calculado pela média aritmética:

e do percentual de criancas que frequentam a escola e com idades entre 5 e 6
anos;

e do percentual de jovens que frequentam do 6° a 9° ano do ensino fundamental
com idades entre 11 e 13 anos;

e do percentual de jovens que possuem ensino fundamental completo com idades
entre 15 e 17anos;

e do percentual de jovens que possuem ensino médio completo com idades entre

18 e 20 anos.

Os dados disponibilizados pelo PNUD em http://www.pnud.org.br/atlas/ranking
do IDHM e indicadores Renda, Longevidade e Educacéo dos anos 1991, 2000 e 2010,
foram ordenados em ordem alfabética e classificados por cores nas tabelas de 2 a 5.
Os mesmos dados foram representados graficamente nas figuras de 1 a 4.

Cada cor representa nas tabelas, refere-se uma classificacdo do IDHM e

dimensdes e estao descritas nas legendas abaixo de cada tabela.


http://www.ibge.gov.br/home/estatistica/populacao/tabuadevida
http://www.pnud.org.br/atlas/ranking/
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Tabela 2: IDHM dos Estados Brasileiros de 1991, 2000 e 2010.

Unidade da Federacéo IDHM (1991) IDHM (2000) IDHM (2010)
1 Acre 0,517 0,663
2 Alagoas 0,631
3 Amapa 0,708
4 Amazonas 0,674
5 Bahia 0,66
6 Ceara 0,541 0,682
7 Distrito Federal 0725 | o824 |
8 Espirito Santo 0,505 0,64 0,74
9 Goias 0,615 0,735
10 Maranhao 0,639
11 Mato Grosso 0,601 0,725
12 Mato Grosso do Sul 0,613 0,729
13 Minas Gerais 0,624 0,731
14 Para 0,518 0,646
15 Paraiba 0,506 0,658
16 Parana 0,507 0,65 0,749
17 Pernambuco 0,544 0,673
18 Piaui 0,646
19 Rio de Janeiro 0,573 0,664 0,761
20 Rio Grande do Norte 0,552 0,684
21 Rio Grande do Sul 0,542 0,664 0,746
22 Rondbnia 0,537 0,69
23 Roraima 0,598 0,707
24 Santa Catarina 0,543 0,674 0,774
25 Sao Paulo 0,578 0,702 0,783
26 Sergipe 0,518 0,665
27 Tocantins 0,525 0,699

Fonte: PNUD (2012).

- Muito Baixo
l:l Baixo

Legenda: classificacdo do IDHM

Médio

. Muito alto

I:I Alto
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Analisando a tabela 2, vemos que em 1991 a maior concentracdo dos estados
estava na classificagdo muito baixo, representada na tabela pela cor laranja. J& em
2010, predominam a classificacdo meédio, representada pela cor amarela e a
classificacao alto, representada pela cor lilas.

O grafico a seguir, representado pela figura 1, mostra o IDHM das unidades de

federacao nos trés anos, 1991, 2000 e 2010.

Figura 1 — IDHM das unidades da Federagéo

s |DHM
(1991)
e | D H M
(2000)
IDHM
(2010)
ﬂ ] | LI ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] LI | ] ] ] ] ] ] ] 1
SRS E R R RS R R RS SR ¥
<BESE8250c8gsa 328085548 8
= i o B pW e E EBELPcoRod
“TE of Eogg *F 3420z E
< -1 8= o u""rr.'- -
B A 252 g 2% E c
EIu.l . EEE{:I By
= -
o
= v

Fonte: A Autora.

O estado que mais cresceu no periodo de 1991 a 2010 foi o Piaui, 28,4%,
mesmo assim, em 2010, ainda se encontrava na classificacdo medio.

Apesar de ter maior crescimento do periodo, em 1991 o Piaui se encontrava na
situacdo muito baixo, enquanto alguns estados ja estavam em classificacbes mais
elevadas. E o caso do Rio de Janeiro, que apesar de ter tido o menor crescimento do
periodo, 18,8%, em 1991 ja estava na classificacdo baixo e em 2010 passou para alto,
mesmo tendo a menor percentagem de crescimento.

A seguir vemos os dados do IDHM-Renda para o mesmo periodo.
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Tabela 3: IDHM — Renda dos Estados Brasileiros de 1991, 2000 e 2010.

Unidade da Federac&o IDHM Renda | IDHM Renda | IDHM Renda
(1991) (2000) (2010)
1 Acre 0,574 0,612 0,671
2 Alagoas 0,527 0,574 0,641
3 Amapa 0,62 0,638 0,694
4 Amazonas 0,605 0,608 0,677
5 Bahia 0,543 0,594 0,663
6 Ceara 0,532 0,588 0,651
7 Distrito Federal 0,762 _
8 Espirito Santo 0,619 0,687 0,743
9 Goias 0,633 0,686 0,742
10 Maranhzo | o478 | os31 0,612
11 Mato Grosso 0,627 0,689 0,732
12 Mato Grosso do Sul 0,641 0,687 0,74
13 Minas Gerais 0,618 0,68 0,73
14 Para 0,567 0,601 0,646
15 Paraiba 0,515 0,582 0,656
16 Parana 0,644 0,704 0,757
17 Pernambuco 0,569 0,615 0,673
18 Piaui 0,556 0,635
19 Rio de Janeiro 0,696 0,745 0,782
20 Rio Grande do Norte 0,547 0,608 0,678
21 Rio Grande do Sul 0,667 0,72 0,769
22 Rondbnia 0,585 0,654 0,712
23 Roraima 0,643 0,652 0,695
24 Santa Catarina 0,648 0,717 0,773
25 Séo Paulo 0,729 0,756 0,789
26 Sergipe 0,552 0,596 0,672
27 Tocantins 0,549 0,605 0,69

Fonte: PNUD (2012).

- Muito Baixo

Baixo

Legenda: classificagdo do IDHM-Renda

- Muito alto

I:I Médio

Alto
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Na dimensao Renda, representada na tabela 3, vemos a maior concentracao dos
estados, em 1991, nas classificacdes Baixo e Médio, que estdo representadas nas
cores rosa e amarelo, respectivamente.

Em 2010, predominam as classificacbes médio e alto. Vemos que apenas o
Distrito federal alcangou a classificacao alto no periodo.

O grafico a seguir, representado pela figura 2, mostra o IDHM-Renda das

unidades de federac&o nos trés anos, 1991, 2000 e 2010.

Figura 2 — IDHM Renda das unidades da Federacéao

s | VHM

Renda

[1991)
1|1

Renda
(2000}

IDHM

Renda

(2010)

Acre |

Alagoas
Amapd
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Distrito Federal |
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Paraiba |

Farana
Pﬂrnanﬁbuen:
Piaui

Rio de Janeiro
Rio Grande..:
Rio Grande..,

Ronddnia
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Tocantins |

>
>
[
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Fonte:

O estado que mais cresceu na dimensao Renda, no periodo, também foi o Piaui,
14,7%, que estando na classificagdo Muito baixo, em 1991, com IDHM-Renda
aproximadamente 0,488, passou a classificacdo médio em 2010 com IDHM-Renda
aproximadamente 0,635.

Com menor crescimento no periodo ficou Roraima que estava classificado com
médio em 1991 e assim permaneceu em 2010.

Segue a analise do IDHM-Longevidade, representado na tabela 4.
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Tabela 4: IDHM — Longevidade dos Estados Brasileiros de 1991, 2000 e 2010.

Unidade da Federacéo

1 Acre

2 Alagoas

3 Amapa

4 Amazonas

5 Bahia

6 Ceard

7 Distrito Federal

8 Espirito Santo

9 Goias

10 Maranhéo

11 Mato Grosso

12 Mato Grosso do Sul
13 Minas Gerais

14 Para

15 Paraiba

16 Parana

17 Pernambuco

18 Piaui

19 Rio de Janeiro

20 Rio Grande do Norte
21 Rio Grande do Sul
22 Rondénia

23 Roraima

24 Santa Catarina
25 S&o Paulo

26 Sergipe 0,581 0,678
27 Tocantins 0,589 0,688

Fonte: PNUD (2012).

Legenda: classificacdo do IDHM-Longevidade

- Muito Baixo

Baixo

[ | medio
[ ar

. Muito alto
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A tabela 4 mostra, que na dimensdo Longevidade, ja ndo existiam unidades da
federacdo na classificagdo muito baixo, em 1991, e que nesse ano a maior
concentracéo estava na classificacdo médio.

A predominancia das unidades da federacdo em 201,0 era na classificacdo muito

alto, representado na tabela pela cor azul.

Figura 3 — IDHM Longevidade das unidades da Federacéo

s | IHM

Longevidade

(1591}

—

s | IHM

Longevidade
{2000)

IDHM

Longevidade

(2010}

Acre
Alagoas
Armapa

Amazonas

Bahia

Ceara

Espiritc Santo

Goids
Maranhdo

Mato Grosso

Minas Gerais

Para
Faraiba

Parand

Fernambuco

Fiaui

Rio de laneiro

REonddnia

Roraima

Santa Catarina

Sdo Paulo

Sergipe
Tocantins

Distritc Federal
Mato Grosso do Sul
Rio Grande do Norte
Rio Grande do Sul

Fonte: A Autora.

O maior percentual de crescimento, na dimensdo Renda, em 1991 foi da
Paraiba, 21,8%, que estava na classificacdo baixo em 1991 3 em 2010 j& estava
classificada como Alto.

O menor percentual de crescimento, nesse periodo foi de Santa Catarina, que ja
tinha IDHM-Longevidade alto em 1991, e em 2010 foi verificado como muito alto.

Continuamos com a verificacdo do IDHM-Educacéao, na tabela 5.
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Tabela 5: IDHM — Educacédo dos Estados Brasileiros de 1991, 2000 e 2010.

IDHM Educacéo
(1991)

Unidade da Federacéo

1 Acre

2 Alagoas

3 Amapa

4 Amazonas

5 Bahia

6 Ceara

7 Distrito Federal
8 Espirito Santo

9 Goias

10 Maranhao

11 Mato Grosso
12 Mato Grosso do Sul
13 Minas Gerais
14 Para

15 Paraiba

16 Parana

17 Pernambuco
18 Piaui

19 Rio de Janeiro
20 Rio Grande do Norte
21 Rio Grande do Sul
22 Rondbnia

23 Roraima

24 Santa Catarina
25 S&o Paulo

26 Sergipe

27 Tocantins

Fonte: PNUD (2012).

IDHM Educacéo
(2000)

IDHM Educacéo
(2010)

0,559

0,52

0,629

0,561

0,555

0,615

0,653

0,646

0,562

0,635

0,629

0,638

0,528

0,555

0,668

0,574

0,547

0,675

0,597

0,642

0,577

0,628

Legenda: classificacdo do IDHM-Educacgéo

- Muito Baixo I:I Médio
Baixo - Alto

- Muito alto

0,697

0,56

0,624
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Vemos na tabela 5, que em 1991, todas as unidades da federacdo estavam
classificadas como muito baixo, na dimensdo Educacdo, vemos na tabela a
representacdo da classificacdo na cor laranja.

A predominancia em 2010 se deu nas classificacbes, baixo e médio, tendo

apenas duas unidades da federacao na classificacdo alto e nenhuma na classificacao

muito alto.

Figura 3 — IDHM Educacéo das unidades da Federacao
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Fonte: A Autora.

Na dimensdo educacdo, o estado com maior percentual de crescimento foi
Tocantins, com 46,9%, evoluindo, de muito baixo em 1991, para médio em 2010. E o
menor percentual ficou com o Rio de Janeiro, que também evoluiu de muito baixo para

médio, mas com crescimento de apenas 28,3%.



2.1.2. Analise do IDHM
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Analisando os dados das tabelas 2, 3, 4 e 5 observamos que os estados que

possuem maior IDHM néo foram os que mais cresceram no periodo de 1991 a 2010.

Nas tabelas abaixo, sdo apresentados as siglas dos estados que tiveram maior e

menor crescimento percentual neste periodo, e 0s que possuem 0 maior € 0 menor

IDHM em todas as categorias, ou seja, que sdo 0s primeiros e ultimos colocados no

ranking.

Tabela 6: Percentual dos estados com maior e menor crescimento no IDHM e dimensodes entre 1991

e 2010.
Crescimento ||pHM IDHM - Renda |IDHM - Longevidade |IDHM - Educacéo
Maior Pl 28,4% Pl 14,7% PB 21,8% TO 46,9%
Menor RJ 18,8% RR 5,2% SC 10,7% RJ 28,3%

Nesse caso ter o maior crescimento no periodo de 1991 a 2010, ndo quer dizer

ter o indice mais elevado. Piaui, por exemplo, que teve o maior crescimento no IDHM

no periodo, apresenta indices muito inferiores ao Rio de Janeiro que foi o estado que

apresentou menor percentagem de crescimento.

A tabela 7 mostra as unidades da federacdo com maior e menor IDH e

dimensdes.
Tabela 7: Ranking dos primeiros e ultimos colocados no IDHM e Dimensdes
ANO IDHM’ IDHM - Re'nda IDHM - Longeyidade IDHM - Educfagéo
Primeiro Ultimo Primeiro Ultimo Primeiro Ultimo Primeiro Ultimo
1991 DF 0,616 DF 0,762 SC 0,753 | MA 0,551
2000 DF 0,725 MA 0,531 AL 0,647 | DF 0,582
2010 AL 0,631 MA 0,612 AL 0,755 | DF 0,742 | AL 0,52

As cores das unidades da federacdo representadas na tabela 7, seguem a

mesma orientacdo das legendas das tabelas de 2 a 5 e representam as classificacbes

do IDHM e dimensoes.
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3. MODELAGEM MATEMATICA

Para a realizacdo da modelagem matematica deste trabalho, seguimos as teorias
de Biembengut e Hein (2011) e Bassanezi (2002). Biembengut e Hein (2011) definem
trés etapas da modelagem mateméatica: Interacdo, Matematizacdo e Validacdo do
Modelo. De acordo com os tedricos citados, no processo da modelagem matematica
deve existir obtencdo de um modelo.

Para o presente trabalho, as etapas da modelagem matemaética consistiram em:

Interacdo: Nesta etapa ocorre a familiarizacdo com o problema que foi escolhido
para ser modelado, é a etapa em que é feita a pesquisa, ou levantamento de dados,
sobre o assunto. Realizamos um estudo sobre o tema IDH pela importancia do tema na
valorizacdo do ser humano, restringimos o estudo para os estados brasileiros utilizando
o IDHM, a partir dai selecionamos um problema gerador: prever o IDHM dos estados
brasileiros para anos futuros.

Matematizacdo: € quando ocorre a “traducdo” da situagdo-problema para a
linguagem matematica. O objetivo principal desta etapa é chegar a um conjunto de
expressbes aritméticas, férmulas, equacdes algébricas, diagramas, gréficos,
representacbes geométricas, etc., que levem a solucdo do problema (BIEMBENGUT;
HEIN, 2007).

Estudando sobre o tema, escolhemos teorias mateméaticas que nos dariam base
para a realizacao do trabalho. No decorrer deste estudo, fizemos experimentacdes, e
apos selecionamos 0s conceitos matematicos que melhor se aplicavam ao nosso
problema gerador.

Validacdo do Modelo: E a etapa em que ocorre a interpretacdo da solucdo
encontrada, e a verificagdo sua validade. Realizamos testes para a validagdo destes
modelos, comparando com a estimativa fornecida pelo PNUD, para que fosse possivel
a obtencao dos que melhor se aplicavam a nossa pesquisa.

A verificacdo da validade dos modelos construidos é uma etapa muito importante

na modelagem matematica.
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Segundo Bassanezi (2002, p.16) “A modelagem matematica consiste na arte de
transformar problemas da realidade em problemas mateméticos e resolvé-los

interpretando suas solugdes na linguagem do mundo real”. Complementa ainda que:

A modelagem matematica € um processo dindmico utilizado para a obtencéo e
validacdo de modelos matematicos. E uma forma de abstracdo e generalizacio
com a finalidade de previsdo de tendéncias. A modelagem é eficiente a partir do
momento que nos conscientizamos que estamos sempre trabalhando com
aproximacfGes da realidade, ou seja, que estamos elaborando sobre
representacé@o de um sistema ou parte dele. Bassanezi (2002, p.24)

Do nosso tema gerador extraimos ainda alguns questionamentos que nos
auxiliariam na validagdo dos modelos testados: “O que acontecera com o IDHM dos
estados daqui a alguns anos?” “Teremos igualdade social entre os estados no futuro?
Em quanto tempo?”. Partindo do pressuposto que a modelagem faz a interagdo entre a
matematica e a realidade (Biembengut, 2011), esperamos encontrar um modelo que
melhor se aplique a realidade do IDHM e suas dimensfes: Renda, Longevidade e
Educacao, levando em consideracdo que estamos trabalhando com apenas trés anos,
que sado os dados disponibilizados até o presente momento.
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4. MODELAGEM NUMERICA

Na modelagem numeérica escolhemos trabalhar com ajuste de curvas pelo critério
dos minimos quadrados (CMQ).

Calculamos a média aritmética do IDHM e suas dimensdes para 0s anos de
1991, 2000 e 2010.

Com a utilizacdo dos softwares Excel e Maple, escolhemos as funcbes que
melhor se adaptavam aos dados obtidos, isto é, que possuiam um comportamento de
acordo com os dados observados inicialmente nas tabelas e que apresentavam um
residuo pequeno. As curvas escolhidas foram, a polinomial de grau dois, que

nomeamos de modelo Quadratico, e a curva logistica | -1  que nomeamos
1+ae™

modelo Logistico.

Dados uma tabela com n+1 pontos €.y, , i=0.,...,n, consideramos a fungéo de
ajustamento.

Y =a, +ax+a,x* +a,x° +...+a,x", p<n. (1)

Define-se residuo (; ) a diferenca entre o valor de Y; da fungcéo de ajustamento
e o valor medido de y;, ou seja: Y; - Vi = 9,

O critério dos minimos quadrados estabelece que a soma do quadrado dos

residuos deve ser a menor possivel:

oY
2.9 @
i=0
Seja F(ay,a,,..a,)=>.67=> & -vY, 3. (3)
i=0 i=0
Para F ter valor minimo, é preciso que: £=O; Ez0; Co ;izo.
oag oay dap
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4.1. Ajuste de funcdes:

Veremos a seguir alguns tipos de ajustes que utilizaremos nas proximas secoes.

4.1.1. Ajuste por funcéo Linear:
Seja a funcéo de ajuste

Y(X)=a, +aX. 4)
A soma do quadrado dos residuos é
F(a01a1)=Z(Yi_yi)2=2(a0+alxi_yi)2 (5)
i=0 i=0
Sendo F uma funcdo de duas variaveis, a, e a, 0 menor valor de F sera obtido
atraves de i:0 e £=0.
66‘0 5&1

Assim:

oF 2 ~
—=0,) 2€,+ax -y, 0 6
520 ; €+ Yi = (6)
e

5': n
—=0,) 2€,+a,% -V, % =0; 7
o 2.2€ +ax -y 3 (7)

Obtém-se o sistema linear de duas equacdes e duas variaveis:

n
23 €o+axj—yj =0

i=0
n - (8)
2) €o+agx -y Xj =0
i=0
ou
Zyl = Zao +zalxl
i=0 i=0 i=0 (9)
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Obtém-se:
- n n
G+1ap+2a1 Y Xi= D Yj
i=0 i=0
10
n no, 0 (10)
ag Y Xj+al Y X =D X
i=0 i=0 i=0

Resolvendo-se este ultimo sistema linear, sdo obtidos os valores de a, e a,, e

assim determina-se a fungéo de ajuste citada Y =a, +a,x em (4).

4.1.2. Ajuste por funcéo Logistica
Seja
1

Y = bx
1+ ae

(11)

a funcéo de ajuste.
Para determinar os parametros a e b do modelo Logistico (11), realizamos o

processo de linearizagéo:

1
In(=-1) =Ina-+bx.
Y
Comparando com a eq. (4), resulta que, resolvendo o sistema de duas equacdes
lineares, determinamos os valores de a e b:

¢+11n a+bzn:xi = Zn)n((yi)—l)

i=0

n n n (12)
nad x +bY x’ =3 |n((yi) _1)

4.1.3. Ajuste por funcao Quadréatica:
Seja Y =a, +a,x+a,x* a funcio de ajuste. Pelo critério dos Minimos Quadrados:



F(ao,al,aZ)ZZ(i _yiEZZ(aO_'_alXi—'_aZXiz_yi)z (13)
i=0 i=0

Assume valor minimo se:
oF B oF B oF B

LT T 9 (14)
580 5&1 §a2

Assim os parametros a,, a,,a, sao obtidos resolvendo:

dyi=(+Da, +a, ) X+, X}
DXV =a ) X +a ) X +a, ) X (15)
DXy =a, )y xi+a ) X +a, ) X

4.2.Modelagem pelo critério dos minimos quadrados para IDHM médio
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Através dos dados, constantes na tabela 2, calculamos a média aritmética do

indice de desenvolvimento humano dos estados brasileiros de 1991, 2000 e 2010.

Apresentamos os resultados obtidos na tabela 8.

Tabela 8: IDHM médio dos estados Brasileiros

Ano t IDHM médio
dos Estados
brasileiros
1991 0 0, 453
2000 9 0, 576
2010 19 0, 704
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4.2.1. Ajuste por funcdo Quadratica Q(t)
Aplicando o critério dos minimos quadrados aos dados da tabela 8, com a

utilizacao dos softwares Excel e Maple, para um polinbmio de grau 2, obtivemos
Q(t) = —0,0000456140 3509t” +0,0140771929 8t + 0,4530000000 |, (16)

Representada graficamente na figura 4.

Figura 4- Modelo Quadratico utilizando o software Maple

1.4

1.2

0.5

06

0 50 100 1500 200 250 300
t

It Modelo Quadratico
Co 00T |IDHM médio: Tabela 8

Fonte: A Autora.

Esse modelo projetou o IDH Brasileiro de 2012 em 0,7285052631, o que é muito
proximo a estimativa do PNUD disponibilizada no Ranking IDH Global, que se encontra
no site: http://www.pnud.org.br/atlas/ranking/Ranking-IDH-Global-2012.aspx, em que o
Brasil foi classificado em 85° no ranking mundial com IDH 0,730. Nessa comparagéo, o
erro obtido foi 0,002047584795.

O modelo testado mostrou-se valido somente para projecdes até o tempo t =
45.59274014 que equivale ao ano de 2036, aproximadamente, onde o IDHM médio
atingiu o valor 1. Apds esta data a o valor do IDHM passa a ser maior que 1 (figura 5), o
gue é inconsistente com os dados, visto que a faixa de variacdo do IDHM vai de zero a

um.


http://www.pnud.org.br/atlas/ranking/Ranking-IDH-Global-2012.aspx
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Assim, até 2036, consideramos que o modelo é valido, pois o residuo obtido é

zero.
Figura 5 — Verificacdo da validade do modelo Quadratico
1.4
1.2
1
0.5
0.6
of
‘0 80 100 10 200 250 300
s (1) Modelo Cluadratico
OO0 Yanagdo maxima do [DHM
Fonte: A Autora.
4.2.2. Ajuste por funcao Logistica L(t)
Para determinar os parametros da funcéo logistica (11), com a notacéo
1
L@t) = :
® 1+ ae™

construimos o sistema linear analogo ao sistema linear (12), a partir dos dados da
tabela 8.

Tabela 9: Calculo para modelo Logistico IDHM-médio

| ti L(ti) tiz In((1/ L(t))-1) | ti.In((L/ L(ti))-1)
0 0 0,453 0 0,188556677 0

1 0,576 81 -0,306374205 | -2,757367849
2 19 0,704 361 -0,866418902 | -16,46195913
5y 28 1,733 442 -0,98423643 | -19,21932698

{BIn a+28b=-0,98423643

28Ina+442b =-19,02193%598

a=1,19726510®
b =-0,05444128792
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1
T 14119726510 Ge O05HALzETR (17)

logo L(t)

O modelo Logistico (17) projetou o IDH brasileiro de 2012 em 0,7237674724,
mostrando-se mais distante da estimativa do PNUD do que o Quadratico, sendo seu

erro 0,008537709041.
A andlise grafica da figura 6 mostra que, a medida que o tempo cresce, 0 modelo
tende a um, isso representa melhor o comportamento do IDHM dos estados, e 0 modelo

Logistico (17) mostrou-se adequado para previsoes futuras.

Figura 6 - Modelo Logistico utilizando o software Maple.

0 50 100 150 200 250 300
1
e | 1): Plodelo Logistico

o200 IDAM medio: Tabela 8
Fonte: A Autora.

4.2.3. Comparacgéo dos resultados Q(t) e L(t)

Nessa secdo faremos a comparacdo dos modelos Quadratico e Logistico do

IDHM médio, como vemos na tabela 10.
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Tabela 10: Comparacgéo dos modelos Quadratico e Logistico para o IDHM-médio

Ano t | IDHM médio dos Estados brasileiros RESEND E0 Euaea?

Parabola Logistico
1991 | O 0,453 0 0,4457243977x10-°
2000 9 0,576 0 0,7544541471x10°®
2010 | 19 0,704 0 0,6361870671x107
> 0 0,1157356880x10™

O método dos minimos quadrados procura encontrar o melhor ajuste para um
conjunto de dados, tentando minimizar a soma dos quadrados das diferencas entre o
valor estimado e os dados observados. Essas diferencas sdo chamadas de residuo

Comparando os dois tipos ajuste, concluimos, a partir da tabela 10 que o ajuste
por parabola seria 0 melhor modelo até atingir o valor 1, pois apresentou residuo ao
quadrado nulo.

Para previsdes futuras o0 modelo Logistico se mostrou mais apropriado de acordo
com a andlise grafica, pois tende a 1, enquanto o modelo Quadratico decresce

tornando-se negativo.

Figura 7 — Comparacéo dos Modelos Quadrético e Logistico utilizando o software Maple.

1.51

k

s

EI.E!:
ra
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0.5

Gt Modelo Cluadratico
Lit): Modela Logistico
Q0O |IDHM média : Tabela 8

Fonte: A Autora.
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4.3.IDHM - Renda Médio

Na tabela 11 constam as médias aritméticas do IDHM — Renda obtidas através
da tabela 3.

Tabela 11: IDHM Renda médio

IDH-R médio dos
Ano t estados brasileiros
1991 0 0,599185185
2000 9 0,647777778
2010 19 0,706888889

4.3.1. Modelo Quadratico Q(t)

O modelo Quadratico que melhor ajusta os dados da tabela 11 é

Q, (t) =0,2982456140 =10 ~t? +0,0050649122 81t + 0,5990000000 (18)

A parabola ultrapassou o valor 1 ap6s um tempo t = 58,80776042 que representa
aproximadamente o ano de 2049, tornando o modelo invalido para previsées apos esta
data, conforme conta na figura 8.

Figura 8 — Modelos Quadratico Renda

"
0.9

08

o6 . . .
0 10 20 30 40 &0 A0
1

C.‘!r(t&:ﬂ hodelo Quadratico
00000 IDAM medio: Tabela 11

Fonte: A Autora.



4.3.2. Modelo Logistico L(t)
Os dados da tabela 11 foram utilizados para compor o modelo Logistico,

conforme desenvolvimento a seguir.

Tabela 12:; Calculo para Modelo Logistico — IDHM - Renda médio

36

i ti L(ti) ti2 In((1/ L(ti))-1) | ti.In((L/ Ly(ti))-1)
0 0 0,599185185 0 -0,402071195 0

1 9 0,647777778 81 -0,609285413 | -5,483568721
2 19 0,706888889 361 -0,88032174 | -16,72611305
5y 28 1,953851852 442 -1,801678348 | -22,20968177

3Ina+28b=-1,891678318 a=0,673480277
28Ina+442b =-22,20968/7 |b=-0,025206737

Assim,

1

Lr (t) = 1+ 0,67348027 700252067371

(19)

O modelo (19) mostrou-se valido conforme ilustrado na figura (9).

Figura 9 — Modelos Logistico Renda

0.9
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Lrit): Modelo Logistico
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Fonte: A Autora
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4.3.3. Comparacdao entre os modelos Q(t) e L.(t)

Na figura 10, comparamos graficamente os modelos (18) e (19).

O modelo Quadratico mostrou-se invalido para anos posteriores a 2049, pois a
pardbola ultrapassa o valor 1, que seria o IDHM-Renda maximo que os estados
poderiam alcancar. O modelo Logistico se mostrou mais viavel pela sua estabilidade
muito proxima a 1. Até 2049, os dois modelos se mostram efetivos, pois, como vemos
no grafico 10, os dois modelos se ajustam perfeitamente aos pontos do IDHM-Renda
médio da tabela 11.

No grafico 10 é possivel ver o ponto onde o modelo Quadratico ultrapassa a
linha limite enquanto o modelo Logistico tende ao valor maximo sem, no entanto,

ultrapassa-lo.

Figura 10 — Comparacéo dos Modelos Quadratico e Logistico para a dimensdo Renda

2481
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t
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lelte de variagao do IDHM

Fonte: A Autora.
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4.4.1DHM - Longevidade Médio

Os dados da tabela 13 sdo as meédias aritméticas do IDHM — Longevidade,
calculado a partir dos dados da tabela 4.

Tabela 13: IDHM - Longevidade médio

IDHM-L médio dos estados
Ano t brasileiros
1991 0 0,64462963
2000 9 0,723666667
2010 19 0,80862963

4.4.1. Modelo Quadratico Q(t)

Utilizando recurso semelhante ao anterior, ajustamos os dados da tabela 13
encontrando:

Q, (t) = -0,1461988304 x10~*t* +0,0089093567 25t + 0,6440000000 (20)

A parébola, representada na figura 11, ultrapassou o valor 1 apos o tempo
t = 42,99082936 que representa aproximadamente o ano de 2033, tornando o modelo

invalido para previsdes ap0s esta data.
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Figura 11 — Modelos Quadrético Longevidade
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Fonte: A Autora.

4.4.2. Modelo Logistico L(t)
Para o ajuste Logistico do IDHM — Longevidade, utilizamos os dados constantes

na tabela 9.
Tabela 14: Calculo para Modelo Logistico — IDHM - Longevidade médio
i ti L(ti) ti2 In((2/L,(ti))-1) | ti.In((1/ Ly(ti))-1)
0 0 0,64462963 0 -0,595515393 0
1 9 0,723666667 81 -0,962723016 | -8,664507148
2 19 0,80862963 361 -1,44113034 -27,38147646
y 28 2,176925927 442 -2,99936875 -36,0459836

3Ina+28b =-2,99936875 a=0,557760541
28Ina+442b =-36,0459836 |b =-0,04456755

Assim:

1
L ()= 21
@ 1+ 0,55776054 1g 00407571 (21)
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Constatamos que a curva se aproxima do modelo geral em que o valor se

estabiliza proximo ao limite 1, conforme figura 12.

Figura 12 — Modelos Logistico Longevidade
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OOODOO M medio: Tabela 13

Fonte: A Autora.

4.4.3. Comparacgéo entre os modelos Q(t) e L(t)

Comparando as curvas dos modelos Quadratico e Logistico para o indicador
Longevidade, percebemos que, a curto prazo, os dois modelos se aplicam para a
previsdo do IDHM-Longevidade. A partir do tempo t = 42,99082936 que representa
aproximadamente o ano de 2033, o modelo Quadratico passa a ser invalido, pois
ultrapassa o IDHM 1, enquanto o Logistico permanece valido tendendo a 1, como

vemos no grafico 13.
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Figura 13 — Comparagao dos Modelos Quadratico e Logistico para a dimenséo Longevidade
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Fonte: A Autora.

4.5.IDHM - Educacao Médio

Os dados da tabela 10 sdo o resultado da média aritmética do IDHM -
Educacao, dados estes, que estao contidos na tabela 4.

Figura 15: IDHM - Educacao médio

IDH-E médio dos estados
Ano t brasileiros
1991 0 0,245555556
2000 9 0,411296296
2010 19 0,612407407

4.5.1. Modelo Quadratico Q(t)

O ajuste dos dados da tabela 15, por meio do software Maple, resultou em:
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Q, () =0,8713450292 x10*t* +0,0176602339 2 + 0,2450000000 |, (22)

que tem como representacao gréfica, uma pardbola com concavidade para cima, como
mostra a figura 14, sua curva ultrapassou rapidamente o valor maximo para o
desenvolvimento dos estados que seria 1. Esse modelo sé sera valido para estimar o
IDHM-Educacdo até o tempo t = 36,26319248, que seria o ano de 2027,

aproximadamente. O Modelo estima IDH educacao brasileiro para 2020 de 0,830.

Figura 14 — Modelos Quadratico Educacéo
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t

— I-?:I Modelo Quadratico
C00 T IDHRM médio: Tabela 15

Fonte: A Autora.
4.5.2. Modelo Logistico Le(t)

Como nos demais indicadores, para a realizacdo do ajuste Logistico do IDHM —
Educacao utilizamos os dados, desta vez constantes na tabela 10. Como nos demais
indicadores, o0 modelo Logistico mostrou-se eficiente, aproximando-se do modelo geral

em que o valor se estabiliza proximo ao limite 1, como mostra a figura 15.

Tabela 16: Calculo para Modelo Logistico — IDHM - Educacgao médio

i ti Lo(ti) tiz In((1/ Le(ti))-1) | ti.In((1/ Le(ti))-1)
0 0,245555556 0 1,122458424 0

1 0,411296296 81 0,358609138 | 3,227482244

2 19 0,612407407 361 -0,457442989 | -8,691416788
5y 28 1,269259259 442 1,023624573 | -5,463934543
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3Ina+28b=1,023624573 a=3,05577618
28Ina+442b =-5,463934%3 |b=-0,08312454

Obtemos:

1

L. (1) =
- 1+ 3,05577618 Qg 053245t

(23)

Figura 15 — Modelos Logistico Educacéo
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Fonte: A Autora.
4.5.3. Comparacdo dos modelos Qe(t) e Le(t)

Analisando os graficos Logistico e Quadratico para o indicador Educacdo,
concluimos que, os dois modelos passam pelos pontos médios dos anos 1991, 2000 e
2010, porém a curva quadratica rapidamente ultrapassa o indicador maximo 1
tornando-se ineficiente mesmo para previsao futura a curto prazo, enquanto o modelo
Logistico se mantém limitado entre zero e um tornando-se utilizavel para tais previsdes

futuras.
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Figura 16 — Comparagao dos Modelos Quadratico e Logistico para a dimensédo Educacéo
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Fonte: A Autora.
4.6.Comparacdo Grafica dos Modelos Quadraticos

Neste topico iremos fazer uma comparacao do modelo Quadratico de todas as
dimensdes ja descritas nos topicos acima.

Podemos observar que a curva Médial e Longevidade possuem comportamento
semelhantes, crescem até um tempo t muito proximo e apds decrescem, néao
ultrapassando o IDHM 1. A curva Renda cresce mais devagar, mas também é valida a
um tempo préximo as anteriores. A curva Renda se difere das Média e Longevidade na
curvatura, enquanto as anteriores decrescem, ela continua crescendo e s6 ap6s muito
tempo comeca decrescer, ultrapassando o limite do IDHM 1.

A curva Educacdo € a mais distante das quatro, cresce rapidamente
ultrapassando muito o limite do IDHM e por isso, em curto prazo deixa de ser vantajosa

para a previsao futura.
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Figura 17— Comparacéo dos Modelos Quadraticos para o IDHM médio e dimensdes.
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Fonte: A Autora.

4.7.Comparacgao Grafica dos Modelos Logisticos

Comparando os modelos Logisticos, podemos observar a semelhanca de
crescimento dos quatro indicadores. Todas as curvas se limitam entre zero e um. As
curvas Média, Longevidade e Educacdo se encontram em um tempo t, enquanto a
curva que representa Renda se mantém mais distante das demais. As curvas Média e
Educacdo apresentam um crescimento mais rapido quando comparadas as curvas

Renda e Longevidade.
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Figura 18 — Comparacgao dos Modelos Logisticos para o IDHM médio e dimensdes.

Fonte: A Autora.
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5. MODELAGEM ANALITICA: EQUACAO DIFERENCIAL LOGISTICA

Como na modelagem numérica o modelo Logistico se mostrou um bom modelo
para previsdes do IDHM, optamos por fazer sua analise analitica, a fim de encontrar a
solucdo exata do modelo e comparar com a modelagem numeérica realizada.

Utilizaremos o modelo Logistico populacional, referenciado por Meyer (1984,
p.350) pela semelhanca de comportamento desse modelo com o IDHM. Esse
comportamento tem crescimento exponencial e sabemos que o IDHM ira crescer
tendendo a um limite maximo. Esse limite maximo é denominado capacidade suporte,
gue no nosso caso é 1, pois € o IDH méximo.

Consideramos o modelo Logistico, usado para simular o IDHM das Unidades da

Federacédo, expresso pela equacéo diferencial:
d:j(tt) bl (t)( '(t)j (24)

onde I(t) € o IDHM no tempo t e, K é a capacidade de suporte. Como K, no caso do
IDHM, é 1, logo:

ar® _ TS
el LIOX SO (25)

Entdo, para encontrarmos a solucdo analitica, reescrevemos o Modelo Logistico

na forma:

di
=P (26)

Utilizando o método de separagéo por variaveis temos:

di
1(1-1)

=bdt . (27)



Integramos ambos os lados da eq. (27)

[0 foat.
1a-1)
Para obter o valor da integral, o termo
1
1a-1)

€ decomposto em fracdes parciais:
1 1 1

=1 1 1-1"

Substituindo na equacao (28) obtemos:

1 1
I(T+E)dl = [odt.

Na sequéncia detalhamos os passos para chegar a solucéo geral.

InjI|—In[1—1|=bt+C
|n‘$‘:-bt—c
‘ —bt c

pP=C _ g Cqht
- e

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)
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‘1_I I :e—ce—bt
Assim:
1-1 "
|
Onde,
a=+e°

1l+ae™
Logo, a solucéo geral analitica da equacao diferencial logistica (25) é:

1
1+ae™

1(t) =

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

49
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5.1.Solucédo Analitica para o IDHM meédio

Na funcado logistica (43), utilizamos 1(0) = 0,453 e 1(19) = 0,704, que séo 0s

dados da tabela 8. Obtemos a solucdo especifica da equacdo diferencial 24, para a
analise do IDHM médio.

1
= 1+ 1 2075 g 005550289184t

()

(44)

Pelo modelo analitico encontramos a estimativa para 2012 de 0,7265146760,
com erro relativo 0,004774416438 que € mais proxima a do PNUD do que a do modelo

Logistico calculado pela modelagem numérica dos minimos quadrados.

Tabela 17: Comparacéo dos residuos dos modelos Logistico Numérico e Analitico para o IDHM médio

IDHM médio Residuo ao quadrado
dos Estados
Ano t brasileiros Logistico Numérico Logistico Analitico
1991 0 0,453 0,4457243977x107° 0,128255658x10™
2000 9 0,576 0,7544541471><1O'6 0,1261546117><10'5
2010 19 0,704 0,6361870671><10'5 O,7449778606><10'8
S 29 1,733 0,11573568880x10™ 0,1268997179x10”

O modelo analitico apresentou a soma do residuo ao quadrado
0,000001268991779, enquanto o Logistico numérico 0,00001157356880. Sendo assim,
vemos que nossa modelagem numeérica ficou muito proxima da solugdo exata que foi
obtida analiticamente. Podemos observar a semelhanca do modelo numérico e analitico
no grafico 19.
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Gréfico 19— Comparacéo dos Modelos Longevidade Numérico e Analitico para o IDHM médio.
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Fonte: A Autora.

5.2.Solucédo Analitica para o IDHM — Renda médio

Utilizamos os dados da tabela 11 para a resolucéo da equacéo 44, 1(0)= 0,599 e
I (19) = 0,706. Obtivemos a equacéo 45, para a andlise do IDHM — Renda médio, como

a solucéo analitica obtida pela equacéao diferencial (24).

1
= 1 + O 6694 e—0,02518522528t

() (45)
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Tabela 18: Comparagéo dos residuos ao quadrado, modelos Logistico Numérico e Analitico para o IDHM
- Renda médio.

IDHM médio Residuo ao quadrado
dos Estados
Ano t brasileiros Logistico Numérico Logistico Analitico
1991 0 0,5991 0,2380578365><1O'5 0,1000002000><10'7
2000 9 0,6477 0,9054150809x107° 0,1873494008x10™
2010 19 0,7068 0,1383015279><10'5 0,2308728302><10'9
> 0,1281774445><10'4 0,1874517097><10'4

O modelo Analitico apresentou a soma de quadrado dos residuos
0,00001874517097, enquanto o Numérico 0,00001281774445. Podemos ver que 0S

dois modelos estdo muito préximos.

Gréfico 20 — Comparacéo dos Modelos Longevidade Numérico e Analitico para o IDHM — Renda médio.
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5.3.Solucédo Analitica para o IDHM — Longevidade médio

Para encontrar a solugdo analitica do IDHM — Longevidade médio, utilizamos na
equacao 44 os dados da tabela 13. 1(0)= 0, 644 e 1(19) = 0, 808 e assim encontramos

a equacao 46, como a solucao analitica obtida pela equacgéo diferencial 24.

1
I (t) = —0,04449803809 (46)
1+0,5513"

Tabela 19: Comparac¢éo dos residuos ao quadrado, modelos Logistico Numérico e Analitico para o IDHM

— Longevidade médio.

IDHM médio Residuo ao quadrado
dos Estados
Ano t brasileiros Logistico Numérico Logistico Analitico
1991 0 0,6446 0,7037407793x107 0,1000002000x10™"
2000 9 0,7236 0,2012488954x10™ 0,1873494008x10™
2010 19 0,8086 0,2571976214x107 0,2308728302x10™°
> 0,2973427354x10™ 0,1874517097x10™

Encontramos a soma do residuo ao quadrado para o modelo Analitico
0,00004420990518 e para o Numérico 0,00002973427354. Vemos a proximidade dos
modelos no grafico representado pela figura 21.
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Figura 21 — Comparagédo dos Modelos Logisticos Numérico e Analitico para o IDHM — Longevidade
médio.
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5.4.Solucédo Analitica para o IDHM — Educacgédo médio

Na equacgao 44, utlizamos 1(0) = 0,245 e 1(19)= 0,612, que sao os dados da

tabela 15. Obtivemos a solucdo analitica da equacéo diferencial 24, para a analise do
IDHM médio.

1
- 1+ 3.0733 @ 008316685237t

1(t)

(47)
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Tabela 20: Comparagéo dos residuos ao quadrado, modelos Logistico Numérico e Analitico para o IDHM

— Educacao médio.

IDHM médio Residuo ao quadrado
dos Estados
Ano t brasileiros Logistico Numérico Logistico Analitico
1991 0 0,2455 0,2439621576x107° 0,1000002000x10™"
2000 9 0,4112 0,4827153496x10° 0,1873494008x10™
2010 19 0,6124 0,2451282155x107° 0,2308728302x10"°
> 0,9718257227x107 0,1874517097x10™

O modelo analitico apresentou a soma do residuo ao quadrado
0,00001383088140, enquanto o Logistico numérico 0,000009718057227. Sendo assim,
vemos que nossa modelagem numeérica ficou muito préoxima a solucdo exata que foi
obtida analiticamente. Podemos observar a semelhanca do modelo numérico e analitico

no gréfico representado pela figura 22.

Figura 22 — Comparacgédo dos Modelos Logisticos Numérico e Analitico para o IDHM — Educa¢é@o médio.
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5.5.Estimativas futuras para o IDHM e dimensdes

Esta secdo traz algumas estimativas realizadas com os trés modelos:

Quadratico, Logistico Numérico e Logistico Analitico.
A tabela abaixo mostra o ano em que o IDHM brasileiro e dimensdes atingem a

classificagao, Muito Alto, ou seja, a partir de 0,8.

Tabela 21: Ano em que os modelos atingem IDHM Muito Alto

Modelos IDHM IDHM - Renda Lor:gethiAd-ade Eé?}t'gf;éo
Quadratico 2018 2024 2009 2018
Logistico Numérico 2019 2030 2009 2021
Logistico Analitico 2019 2030 2008 2021

A préxima tabela é uma projecao do ano de 2020, que mostra o valor do IDHM e

dimensodes em cada um dos modelos.

Tabela 22: Valor do IDHM e dimensdes em 2020.

Modelos IDHM IDHM - Renda Lor:geHv'\iAd:ade E(IJI:l),I'(;'g/(I;é.O
Quadratico 0,823 0,771 0,890 0,830
Logistico Numérico 0,802 0,755 0,867 0,785
Logistico Analitico 0,806 0,756 0,868 0,784

E abaixo uma projecdo para o ano de 2030 com os respectivos valores do IDHM

e dimensdes calculados pelos trés modelos.

Tabela 23: Valor do IDHM e dimensdes em 2030.

Modelos IDHM IDHM - Renda Lm\'ge”v'\i"d;de Eé[a':g"qéo
Quadratico 0,933 0,842 0,969 1,000
Logistico Numérico 0,875 0,799 0,911 0,893
Logistico Analitico 0,878 0,800 0,911 0,893
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6. MODELAGEM MATRICIAL

Para a realizagdo da modelagem matricial utilizaremos a teoria de Sistemas

Dinamicos Discretos, que nos fornece o estado de uma sequéncia discreta de tempos
{to tity 3

A expressdo sistemas dindmicos esta associada a determinacdo de leis que
fazem a relacdo do estado atual e futuro de processos evolutivos em areas aplicadas
como biologia, fisica, economia ou engenharia, dentre outras. Como exemplos de
sistemas dinamicos, temos as equacbes de ondas, os modelos de crescimento
populacional e as equacdes do calor (Nunes 2010). Processos dinamicos sao utilizados
para medir ou estimar mudangas em longo prazo.

O objetivo dessa sesséo € aplicar a teoria dos sistemas dinamicos discretos na
analise de dados disponibilizados pelo Programa das Nac¢des Unidas (PNUD), para
descrever o comportamento de algumas dimensées do indice de Desenvolvimento
Humano Municipal dos estados Brasileiros. Para isso, utilizaremos teoremas de Algebra
Linear e calcularemos uma matriz resultante, denominada matriz de transicdo. Esta
matriz devera ter o valor da soma dos elementos de cada linha igual a 1. ApGs, faremos
uma analise de seus autovalores e autovetores correspondentes, podendo encontrar
uma matriz de equilibrio e verificar em quanto tempo este equilibrio acontece, para que
isso seja possivel a matriz de transicdo deve ser diagonalizavel. Por esse motivo
modelaremos por este método somente as dimensdes Renda e Longevidade do IDHM.

A seguir, veremos alguns conceitos de algebra que serdo utilizados durante a
modelagem.

I.  Autovalores e Autovetores?
e SejaT:V = Vum operador Linear. Se existemv € V, v#0, e 1€ R tais que

Tv= Av, A édito Autovalor de T e v o0 autovetor de T associado a 1.

e Dada uma matriz quadrada A, de ordem n. Um Autovalor 4 €% de A, e um

Autovetor vE€R" | s3o solucdes da equacio AV=Av V=0.

ZBOLDRINI, C. Algebra Linear. 32 ed. Editora Harbra, 1986.
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ll. Sistemas Dinamicos Discretos®
Consideremos o sistema dinamico descrito pela equacdo de diferencas
Vk+1 =Vk A, (48)
Com v, vetor inicial conhecido. Ent&o:
v, = Av,
v, = Av, = A(Av,) = A%y,

v, = Av, = A(A%v,) = Al

Vv, = Av, , = A(A"v,) = Ay, (49)

Seja p=maxX{| 4, |,| 4, |,---,| 4, [}, o raio espectral (maior autovalor, em maddulo) de
A.

O comportamento da sequéncia Av,, A’v,, A’v,,--- A*v, para qualquer valor inicial v, é

determinado pelo comportamento de iI(im p*. Logo:
* Se p<lentdo lim A*=0 e a sequéncia Av,, A’v,, A’v,,--- A¥v, é estavel.
e Se p =1 entdo existe uma matriz de equilibrio E #0tal que II(im A“=E ea

sequéncia Av,, A’v,, A’v,,--- A¥v, é dita neutramente estavel. Ou, o processo

iterativo possui um estado estacionario estavel. Isso vale se para um anico i

|4, |=1 e | 4, |<1para todos os demais i.

e Se p>1lentdo existelim A“ e a sequéncia Av,, A’v,, A’v,,--- A*v, é dita instavel.

k—o0

Sejam A Ao An 0s autovalores da matriz Amxn. Se A é diagonalizavel, isto é,

—1 . . ~ . .
A=PDP™  com P matriz cujas colunas sdo os autovetores de A e D matriz cuja

diagonal principal representa os Autovalores de A.

3 HAUSER, Eliete Biasotto. Notas de aula de Algebra Linear e Modelos Lineares — Métodos Quantitativos. Porto Alegre 2012.
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4 0 0 - 0
0 4 0 - 0

0 0 0 A |

Temos que:

_ ) - }
A0 0 - 0 l'L‘M 0 0 0
0 4 0 - 0 0 lmzp 0 - 0
0 0 © 2 | 0 0 0 lim/lﬁ

Assim, como A* = PD*P segue que:

_Limﬂf 0 0
0 limﬂ‘g 0
lim A =P| o 0 lmz - 0 [P=1

0 0 0 - lima

k—o0

6.1.Modelagem por Sistemas Dinamicos Discretos para IDHM - Renda

A tabela abaixo resume a classificagdo do IDHM - Renda das unidades da
federacdo nos anos de 1991, 2000 e 2010. A coluna da direita da tabela a seguir
representa os niveis de classificacdo do IDHM: muito baixo, baixo, médio, alto e muito

alto, respectivamente.



Tabela 17: Quantidade de estados distribuidos por classificagcdo nos anos de 1991, 2000 e 2010.

IDHM 1991 2000 2010
MB 2 0 0
B 11 7 0
M 12 14 15
A 2 5 11
MA 1 1

A partir dos dados da tabela 17 iremos construir a matriz resultante A,
representada por elementos aj que diz respeito a probabilidade de um estado estar na
situacdo i e migrar para a situacao j.

Primeiro iremos construir as tabelas comparativas das mudancas na
classificacdo dos estados em cada periodo. A matriz de transicdo A, sera a matriz
percentual resultante da soma das tabelas dos periodos de 1991 a 2000 e de 2000 a
2010.

Tabela 18: Migra¢éo dos estados no periodo entre 1991 e 2000.

IDHM MB B M A MA
MB 0 2 0 0 0
B 0 5 6 0 0
M 0 0 8 4 0
A 0 0 0 1 1
MA 0 0 0 0 0

Na tabela 18, temos a quantidade de estados que estavam em situagéo i (linha)
em 1991 e migraram para situacao j (coluna) em 2000. Podemos observar que:

e Das 2 Unidades da Federacdo (UF) que tinham IDHM - Renda Muito Baixo em
1991, as duas migraram para a classificacdo Baixo em 2000;

e Das 11 UF classificadas com IDHM — Renda Baixo, em 1991, 5 permaneceram
nesta classificacdo e 6 subiram para a classificacdo medio.

e Das 12 UF com IDHM - Renda classificado Médio em 1991, 8 continuaram na
mesma classificacdo e 4 migraram para Alto em 2000.

e Das 2 UF com Classificacdo Alto em 1991, uma continuou na mesma

classificagdo e a outra evoluiu para IDHM — Renda Muito Alto.
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Da mesma forma procederemos para o periodo de 2000 a 2010.

Tabela 19: Migracéo dos estados no periodo entre 2000 e 2010.

IDHM MB B M A MA
MB 0 0 0 0 0
B 0 0 7 0 0
M 0 0 8 6 0
A 0 0 0 5 0
MA 0 0 0 0 1

Na tabela 19, temos a quantidade de estados que estavam em situacao i em

2000 e foram para situacéo j em 2010. Podemos observar que:

N&o haviam UF classificadas com IDHM — Renda Muito Baixo;

Das 7 UF com IDHM - Renda Baixo em 2000, as 7 migraram para Médio em
2010;

Das 14 classificadas com IDHM — Renda Médio em 2000, 8 permaneceram neste
estado e 6 migraram para alto em 2010.

Das 5 Unidades com IDHM - Renda Alto em 2000, as 5 permaneceram neste
estado em 2010.

A Unidade com classificagcdo do IDHM — Renda Muito Alto, permaneceu na

mesma situacao.

Somando as matrizes representadas nas tabelas 18 e 19, construimos a matriz

representada na tabela 20, de onde resultara a matriz de transicao A.

Tabela 20: matriz soma das matrizes representadas pelas tabelas 18 e 19.

IDHM MB B M A MA TOTAL
MB 0 2 0 0 0 2
B 0 5 13 0 0 18
M 0 0 16 10 0 26
A 0 0 0 6 1 7
MA 0 0 0 1
TOTAL 0 7 29 16 2 54
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Para encontrar a matriz de transicao A, dividimos os elementos ndo nulos aij,
pelo valor de sua linha correspondente. O mesmo vale para o vetor inicial Vo, formado
pela linha resultante da soma de cada coluna. O vetor V, € 0 vetor de probabilidade
inicial, formado pela percentagem de unidades da federacdo pertencentes a cada

classificagao.

Vo=[0 0,12963 0,537037 0,296296 0,037037].

0 1 0 0 0
0 0,2778 10,7222 0 0
A=10 0 0,6154 0,3846 0 Matriz de transicdo dimensdo Renda
0 0 0 0,8571 0,1429
10 0 0 0 1 |

Utilizando o software MATLAB encontramos os autovalores da matriz A,
4 =0, 4,=0.2778, 1, =0.6154, 4, =0,8571, 4. =1. Representados na Matriz D.

0 0 0 0 0
0 02778 0 0 0
D={0 0 06154 0 O
0 0 0 08571 0
0 o0 0 0 1

E seus respectivos autovetores representados na matriz P:

1 09635 0,8272 0,6463 0,4472]
0 0,2677 05091 05540 0,4472
P={0 0 0,2380 0,4443 0,4472
0 0 0 02792 0,4472
0 0 0 0  0,4472




Verificamos que a Matriz A é diagonalizavel calculando PDP™,

109635 08272 06463 0,4472]
0 02677 05091 05540 04472
0 0 02380 04443 04472
0 0 0 02792 04472
0o 0 0 0 04472
0 1 0 0 0
0 02778 07222 0 0
0 0 06154 03846 0
0 0 0 08571 01429
0 0 0 0 1

0
0,2778

0

0
0
0 0
0
0

0

0

0
0,6154

0

0

0,8571

0
0
0

0

il
0
0
0
1_

X

0
0
0
0

0

0
0,2778
0
0
0

0

0
0,6154

0

0

0

0

0
0,8571

0

il
0
0
0
l_
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Analisando o raio espectral de A, concluimos que existe uma matriz de equilibrio

E tal que lim,_ A“ =E.

Para encontrar a matriz de equilibrio temos que calcular as poténcias da matriz

A, verificando onde ocorre a estabilidade.

Verificamos que A”®= A", entdo A é a matriz de equilibrio:

© O O O O

© O O O o

© O O O o

© O O o o

N

A Matriz A”° representa o ano de 2710, que pelo processo apresentado,

representa o periodo em que todos os estados atingirdo a classificacdo, Muito Alto, na

dimensédo Renda, ou seja a erradicacao da pobresa .

Como o calculo do IDHM (e dimensdes) é feito a cada dez anos, consideramos o

ano de 2020 a multiplicacao de A pelo vetor inicial. A2 como o0 ano que representa 2030,

A3= 2040 e assim A’ representa o ano de 2710.
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Na distribuicdo inicial, representada pelo vetor Vy,
Vo=[0 0,12963 0,537037 0,296296 0,037037],

nao haviam unidades da federagcdo (UF) na classificacdo Muito Baixo, 12,9% das
unidades da federacdo (UF) estavam na classificacdo Baixo, 53,7% das UF na
classificacdo Médio, 29,6% na classificacdo Alto e 3,7% classificadas como Muito Alto.

Realizando a multiplicacdo de V, pela matriz A, obtemos o vetor V;.

V1=VoA,
V. =[0 0,0360 0,4241 0,4605 0,0794],

que €é a representacdo da percentagem de unidades da federacdo em cada
classificacdo no ano de 2020. Em 2020, estima-se, aproximadamente, que ndo havera
unidades da federacdo na classificacdo Muito Baixo, que 3,6% das unidades da
federacao estardo na classificacdo Baixo, 42,4% estardo na classificacdo médio, 46,0%
em Alto e 7,9% em Muito Alto.

Vemos na tabela abaixo a ilustracdo das estimativas para alguns anos futuros.

Tabela 21: Distribui¢cbes futuras do IDHM - Renda

Estimativa
Ano Muito Baixo | Baixo [ Médio Alto Muito Alto
2030 0% 1,00% | 28,70% | 55,78% | 14,52%
2040 0% 0,28% | 18,38% | 58,85% | 22,49%
2050 0% 0,08% | 11,51% | 57,51% [ 30,90%
2060 0% 0,02% | 7,14% | 53,72% [ 39,12%
2070 0% 0,01% | 4,41% | 48,79% | 46,79%

6.2.Modelagem por Sistemas Dinamicos Discretos para IDHM — Longevidade

A tabela abaixo resume a classificagdo do IDHM - Longevidades das unidades

da federag&o nos anos de 1991, 2000 e 2010.



Tabela 21: Quantidade de estados distribuidos por classificacdo do IDHM Longevidade.

IDHM | 1991 2000 2010
MB 0 0 0
B 8 0 0
M 15 10 0
A 4 14 12
MA 0 3 15
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Realizamos os mesmos procedimentos executados no processo para Renda,

Lé-se:

Tabela 22: Migrac&o dos estados no periodo entre 1991 e 2000.

para encontrar a Matriz de transi¢do, para a dimenséo Longevidade.

IDHM MB B M A MA
MB 0 0 0 0 0
B 0 0 7 1 0
M 0 0 3 12 0
A 0 0 0 1 3
MA 0 0 0 0 0

N&o haviam Unidades da Federacdo (UF) com IDHM - Longevidade Muito Baixo

no tempo inicial 1991

Das 8 UF classificadas com IDHM — Longevidade Baixo, em 1991, 7 migraram

para a classificacdo Médio e 1migrou para a classificacao Alto.

Das 15 UF com IDHM - Longevidade classificado Médio em 1991, 3 continuaram

na mesma classificacéo e 12 migraram para Alto em 2000.

Das 4 UF com Classificagdo Alto em 1991, 1 continuou na mesma classificacédo e

3 evoluiram para IDHM — Longevidade Muito Alto.

Lé-se:

Tabela 23: Migracdo dos estados no periodo entre 2000 e 2010

IDHM MB B M A MA
MB 0 0 0 0 0
B 0 0 0 0 0
M 0 0 0 8 2
A 0 0 0 4 10
MA 0 0 0 0 3
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¢ Na&ao haviam UF classificadas com IDHM — Longevidade Muito Baixo e Baixo em
2000;

e Das 10 classificadas com IDHM — Longevidade Médio em 2000, 8 migraram para
Alto e 2 migraram para Muito Alto em 2010.

e Das 14 Unidades com IDHM - Longevidade Alto em 2000, 4 permaneceram
neste estado e 10 migraram para Muito Alto em 2010.

e As 3 Unidades com classificacdo do IDHM — Longevidade Muito Alto em 2000,
permaneceram nesta classificagdo em 2010.

A seguir realizamos a matriz soma das matrizes anteriores.

Tabela 24: matriz soma das matrizes representadas pelas tabelas 22 e 23.

IDHM MB B M A MA Total
MB 0 0 0 0 0 0
B 0 0 7 1 8
M 0 0 3 20 2 25
A 0 0 0 5 13 18
MA 0 0 0 0 3 3
Total 0 0 10 26 18 54

Como a dimensédo Longevidade ndo possui nenhuma Unidade da Federacéo, na
classificacdo “Muito Baixo”, desconsideramos esta varidvel encontrando como matriz de

transicéo B, uma matriz de dimenséo 4x4.

0 08750 01250 0
0 01200 0,8000 0,0800
0 0 0,2778 0,7222
0 0 0 1

Matriz de transi¢cdo dimenséo Longevidade

E como vetor inicial, um vetor 1x4.

Uo=[0 0,185185 0,481481 0,333333].
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Utilizando o software MATLAB encontramos os autovalores da matriz B, 4, =0,

A, =01200 A, =02778, 1, =1. Que estao representados na matriz diagonal D1.

0 0 0 0
0 0,1200 0 0
0 0 0,2778 0
0 0 0 1

E os Autovetores, representados nas colunas da Matriz P.

1 0,9907 0,9539 0,5000
0 0,1359 0,2945 05000
0 0 0,0581 0,5000
0 0 0 0,5000

P1=

Verificamos que a matriz B é Diagonalizavel calculando PDP™

10,9907 0,9539 0,5000] [0 0 0 0 1 -7,2917 20,5484 -14,2567

0 0,1359 0,2945 05000 |0 0,1200 0 0| |0 73599 -37,3126 29,9527 |
0 0 0,0581 0,5000 . 0 0 0,2778 0O 8 0 0 17,2122 -17,2122|
0 0 0 0,5000| |0 0 0 1 0 0 0 2

[0 08750 01250 O

0 01200 0,8000 0,0800 )
= Matriz B.
0 0 0,2778 0,7222

0 0 0 1

Analisando o raio espectral de B, concluimos que existe uma matriz de equilibrio
E tal que lim,_ B* =E.
Para encontrar a matriz de equilibrio temos que calcular as poténcias da matriz

B, verificando onde ocorre a estabilidade.

Verificamos que B'°= B!, entéo B* é a matriz de equilibrio:
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o O O O
o O O O
o o o o
[ N

Na estimativa futura para Longevidade, B°, que representa a matriz de equilibrio
E, retrata segundo o estudo pelos sistemas dinamicos discretos, 0 ano em que todos 0s
estados da federacao alcancarao, na dimenséo Longevidade, IDHM Classificagdo Muito
Alto.

Para o célculo do ano de 2020 realizamos a multiplicacdo, da matiz B pelo vetor
Uo, para 2030 utilizamos B2, B3 representa 2040 e assim B*’ representa o ano de 2110.

Na distribuicéo inicial, representada pelo vetor Uy,

Up=[0 0,185185 0,481481 0,333333],
Podemos observar que ndo haviam unidades da federacéo (UF) na classificagéo Baixo,
18,51% das unidades da federacdo (UF) estavam na classificacdo Médio, 48,14% das
UF na classificacdo Alto e 33,33% na classificacdo Muito Alto.
Multiplicando o vetor Up pela matriz B, obtemos o vetor Us,
U;=UoB
U,=[0 0,0222 0,2819 0,6959]
gue representa a percentagem de unidades da federacdo em cada classificacdo no ano
de 2020. Em 2020, estima-se que nao havera unidades da federacdo na classificacédo
Baixo, 2,22% estardo na classificacao Médio, 28,19% em Alto e 59,59% em Muito Alto.

A tabela a seguir, ilustra as estimativas para alguns anos futuros.

Tabela 25: Distribuicdo futura do IDHM - Longevidade
Estimativa

Ano Baixo | Médio Alto Muito Alto
2030 0% 0,27% | 9,61% 90,12%
2040 0% 0,30% | 2,88% 97,09%
2050 0% 0% 8,30% 99,17%
2060 0% 0% 0,23% 99,77%
2070 0% 0% 0,06% 99,93%
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7. CONCLUSAO

Neste trabalho de conclusdo de curso, analisou-se o indice de Desenvolvimento
Humano das unidades da federacdo brasileira, utilizando modelagem matematica, em
trés abordagens: numérica, analitica e matricial.

Na modelagem numérica, em que os parametros foram determinados por meio
da aplicacdo do critério dos minimos quadrados, o modelo Quadratico se mostrou
aplicavel até o ano em que atinge o valor do IDHM médio igual a 1. Este modelo,
apesar de apresentar um erro relativo pequeno, ndo pode ser usado para projecdes a
longo prazo, pois, sabe-se que o IDHM esté limitado entre zero e um. Neste caso
elegeu-se como melhor modelo o Logistico, pois preserva essa caracteristica e também
possui erro relativo pequeno.

Na modelagem analitica, em que a solucdo exata da equacdo diferencial
logistica foi obtida pela técnica de separacao de varidveis e decomposicdo em fracoes
parciais, comprovou-se a eficacia do modelagem numérica, pois os resultados obtidos
nas duas formas de modelagem foram muito préximos. Pelo modelo analitico
encontrou-se a estimativa para 2012 de 0,7265146760, com erro relativo
0,004774416438 e pelo modelo numérico encontramos 0,7237674734, com erro
relativo, 0,00853770941.

Comparando algumas estimativas entre os dois modelos, nota-se que os valores
encontrados sao semelhantes. Os dois modelos projetaram que, em 2019, o IDHM
alcancaréa a classificacdo muito alto, e que 0 mesmo ocorrera para a dimensdo Renda
em 2030 e para dimens&o Educacgéo em 2021.

Para a modelagem matricial, optou-se pela a teoria dos Sistemas Dinamicos
Discretos para os dados relativos a Renda e a Longevidade. Isso possibilitou estimar a
distribuicdo dos estados brasileiros em termos da classificagdo do IDHM. Este modelo
foi utilizado para estimar as proximas distribuicdes para os IDHM Renda e Longevidade.
Para a proxima distribuicdo, que acontecera na medicdo de 2020, o modelo estimou
para a dimensdo Renda V; = [0 0,0360 0,4241 0,4605 0,0794], que é a
representacado da percentagem de unidades da federacdo em cada classificagcdo neste
ano. Em 2020, estimou-se, aproximadamente, que nao havera unidades da federagéo
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na classificacdo Muito Baixo, que 3,6% das unidades da federacdo estardo na
classificacdo Baixo, 42,4% estardo na classificagdo médio, 46,0% em Alto e 7,9% em
Muito Alto.

Para Longevidade, o modelo projetou em 2020 a distribuicéo:

U,=[0 0,0222 0,2819 0,6959],

gue representa a percentagem de unidades da federacdo em cada classificagdo no ano
de 2020. Neste ano, estima-se que nao havera unidades da federacdo na classificacédo
Baixo, 2,22% estardo na classificacdo Médio, 28,19% em Alto e 69,59% em Muito Alto.

Dando continuidade ao estudo, pretende-se modelar dados do IDH global,
objetivando a comparacdo do indice de Desenvolvimento Humano entre os paises.
Pretende-se ainda refazer o estudo do IDHM dos estados, daqui a alguns anos, quando
forem disponibilizados mais dados, aumentando a precisao do estudo, que foi realizado

com apenas trés anos, que sao os dados disponibilizados até o presente momento.



71

REFERENCIAS

ANTON, Howard. Algebra linear contemporanea. Porto Alegre: Bookman, 2006.

BARROSO, Leonidas. Conceicéao et al. Calculo Numérico com Aplicacdes. 2.ed. Sdo
Paulo: Harbra, 1987.

BASSANEZI, Rodney Carlos. Ensino-aprendizagem com modelagem matematica:
uma nova estratégia. Sao Paulo: Contexto, 2002. 389 p.

BATSCHELET, Edward. Introducdo a matematica para biocientistas. Sdo Paulo:
Universidade de S&o Paulo, 1978.

BIEMBENGUT, Maria Salett; HEIN, Nelson. Modelagem matemética no ensino. Séao
Paulo: Contexto, 2000. 127 p.

BOLDRINI, José Luis .... [et al.]. Algebra Linear. 32 ed. S&o Paulo: Editora Harper &
Row do Brasil 1980.

BURDEN, Richard L. Analise numérica. Sao Paulo: Pioneira Thomson Learning,
2003.

CHAPRA, Steven C. Métodos numéricos para engenharia. Sdo Paulo: McGraw-Hill,
2008.

HAUSER, Eliete Biasotto. Notas de aula de Algebra Linear e Modelos Lineares:
Métodos Quantitativos. Porto Alegre 2012.
. Apostila de Calculo Numérico. Porto Alegre 2009.

IBGE. Projecdo da populacdo do Brasil por sexo e idade — 1980-2050. Série
Estudos e pesquisas, 2008. Disponivel em:
<http://www.ibge.gov.br/home/estatistica/populacao/projecao_da_populacao/2008/proje
cao.pdf> Acesso em 03/09/2013.

<http://www.ibge.gov.br/home/estatistica/populacao/tabuadevida>Acesso em
09/12/2013.

IS, C. N; Desenvolvimento e politicas sociais: uma relacdo necessaria. Revista
Textos & Contextos, v. 6 n. 2 p. 314- 334. 2007. Disponivel em
<http://revistaseletronicas.pucrs.br/ojs/index.php/fass/article/viewFile/2321/3250>
Acesso em: 02/09/13.

MEYER, Walter J. Concepts of mathematical modeling. New York: McGraw-Hill,
1984.


http://www.ibge.gov.br/home/estatistica/populacao/tabuadevida
http://revistaseletronicas.pucrs.br/ojs/index.php/fass/article/viewFile/2321/3250

72

NUNES, Roney Rachide. Sistemas Dinamicos Discretos Lineares. Universidade
Federal de Minas Gerais, 2010.

PNUD Brasil, Desenvolvimento Humano e IDH. http://www.pnud.org.br/IDH acesso em
28/08/2013.

Atlas do desenvolvimento Humano 2013. http://atlasbrasil.org.br/2013/download
acesso em 13/09/2013.

PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DO RIO GRANDE DO SUL. Biblioteca
Central Ir. José Otdo. Modelo para apresentacdo de trabalhos académicos, teses e
dissertacdes elaborado pela Biblioteca Central Irmao José Otdo. 2011. Disponivel
em: <www.pucrs.br/biblioteca/trabalhosacademicos>. Acesso em: margo de 2013.

REIDEL, M. A convergéncia do indice de desenvolvimento humano frente a
liberalizacdo econdmica dos paises: Uma aplicacdo da Matriz de Markov entre 1980 a
2009. Dissertacao (Mestrado) Programa de P6s-Graduacdo em Economia — Faculdade
de Administracdo, Contabilidade e Economia, PUCRS. Porto Alegre, 2012.

ROTTA, E.; REIS. Desenvolvimento e politicas sociais: uma relacdo necessaria. Revista
Textos & Contextos, v. 6 n. 2. 2007.331p

ZILL, Dennis G. Equagdes diferenciais com aplicagdées em modelagem. Tradugao
da 92 Ed. Sao Paulo: Cengage Learning, 2011.
. Equacdes diferenciais volume 1. Sdo Paulo: Makron Books, 2001.


http://www.pnud.org.br/IDH
http://atlasbrasil.org.br/2013/download/

73

ANEXOS

ANEXO A - Arquivo Maple Critério dos Minimos Quadrados

IDHM

QUADRATICO MEDIO
> #Xvalues:=[1991,2000,2010];
>Xvalues:=[0,9,19];

Xvalues:=[0, 9, 19]

>Yvalues:=[0.453, 0.576,0.704];
Yvalues:=[0.453, 0.576, 0.704]

>eq fit:= fit[leastsquare[[x,y], y=a*x"2+b*x+c,
{a,b,c}]1] ([Xvalues, Yvalues]);
eqg_fit:=y =-0.00004561403509 x? +0.01407719298 x + 0.4530000000

>
>q:=t->-.4561403509e-4*t*2+.1407719298e-1*t+.4530000000;
>

q :=t ——0.00004561403509 t> +0.01407719298 t + 0.4530000000

Gréfico:

>Q:=plot([g(t)], t=-10..300,color=blue, thickness=3,legend =
["Q(t) : Modelo Quadratico"]):
>Q1:=pointplot([0,0.453,9,0.576,19,0.704] ,symbol=circle,symbolsiz
e=20,color=red, legend="IDHM médio: Tabela 8"):

>display(Q,Q1);
144
124
4]
0.8
LRy
o
1] S5 1M 150 HND 50 M
t
Validade:

>q(0) :=-.4561403509e-4*0%2+.1407719298e-1*0+.4530000000;
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(0) := 0.4530000000

>q(9) :=-.4561403509e-4*942+.1407719298e-1*9+.4530000000;
q(9) = 0.5760000000
>q(19) :=-.4561403509e-4*1942+.1407719298e-1*19+.4530000000;

q(19) := 0.7039999999

Soma do quadro do residuo

> (g(0)-0.453)*2;

0.
> (q(9)-0.576)42;
0.
> (g(19)-0.704)*2;
0.11071°

Logo o residuo ao quadrado serd muito proximo a zero.

Estimativa para 2012

>q(21) :=-.4561403509e-4*2172+.1407719298e-1*21+.4530000000;
g(21) =0.7285052631
Residuo
> (0.730-.7285052631) /0.730;
0.002047584795
IDHM méximo

> fsolve(gq(t)=1,t);
45.59274014, 263.0226444

>solve(diff (q(t),t)=0,t);
154.3076923

>K:=plot([g(t)], t=-10..300,color=blue, thickness=3,legend =
["Q(t) : Modelo Quadratico"] ):

>

Kl:=pointplot ([45.59274014,q(45.59274014) ,263.0226444,9(263.02264
44)] ,symbol=circle,symbolsize=20,color=red,legend="Variagao
maxima do IDHM") :

>display(K,K1) ;
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1.4]
1.2]
1
0.8
057
0y
0 50 100 150 200 250 3N
I

— : Modelo Quadalico
Q00000 %mw

>q(45.59274014) ;
1.000000000

>1991+45.59274014;
>
2036.592740

LOGISTICO MEDIO
> solve ({3*la+28*b=-0.98423643,28*1a+442*b=-
19.021932698}, {1la,b}) ;

>
{b =-0.05444128792, la =0.1800398773 }

>a:=exp(.1800398773) ;
a =1.197265106

>1:=t->1/(1+1.197265106%exp (-.5444128792e-1*t)) ;
1

1 + 1.197265106 e(—0-05444128792)

l=t—>

Gréfico

>L:=plot([1l(t)], t=-

10..300,color=blue, thickness=3,legend=["L(t) : Modelo Logistico"]
) :
>L1:=pointplot([0,0.453,9,0.576,19,0.704] ,symbol=circle,symbolsiz
e=20,color=red,legend="IDHM médio: Tabela 8"):

>display(L,Ll);
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0.8
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:

0 50 100 150 20 250 300

i
Validade
>1(0.);1(9.);1(19.);
0.4551112186
0.5768685932
0.7014777251

Soma do quadro do residuo
> (1r(0)-0.5991)*2;
0.2380578365 10

> (1r(9)-0.6477)"2;
0.9054150809 10°°

> (1r(19)-0.7068)"2;
0.1383015279 10°°

> .2380578365e-5+.9054150809e-5+.1383015279%e-5;

0.00001281774445
Estimativa para 2012
>2012-1991;
21
>1(21);
0.7237674724

> (0.730-.7237674724)/0.730;
0.008537709041
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Comparacdo entre os modelos

>A:=plot( [g(t) ,1(t)] , t=-20...400,legend=["Q(t): Modelo
Quadratico","L(t) : Modelo Logistico"], color = [grey,blue],
thickness=3):

> ##display (A4) ;
>#pointplot([0,0.453,9,0.576,19,0.704],symbol=circle,symbolsize=2
0,color=red) ;

>Al :=pointplot([0,0.453,9,0.576,19,0.704] ,symbol=circle,symbolsiz
e=20,color=red, legend="IDHM médio : Tabela 8"):

>display(A,Al) ;

151

1 -
d/—_
054"
/£
0 100 200 300 400

Qf): Modelo Guadrifico
CO0000 XM méde - Tabela &

QUADRATICO MEDIO RENDA:

>Xvalues:=[0,9,19];
Xvalues:=[0, 9, 19]

>Yvalues:=[0.599, 0.647,0.706];
Yvalues:=[0.599, 0.647, 0.706]

>eq fit:= fit[leastsquare[[x,y], y=a*x"2+b*x+c,
{a,b,c}]1] ([Xvalues, ¥Yvalues]);
eg_fit:=y=0.00002982456140 X% +0.005064912281 x +0.5990000000

>qgr:=t->.2982456140e-4*t*2+.5064912281e-2*t+.5990000000;
>

gr :=t —0.00002982456140 t? + 0.005064912281 t +0.5990000000

Gréfico

>Qr:=plot([qr(t)],

t=0..60,color=green, thickness=3,legend=["Qr (t) : Modelo
Quadratico"] ):
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Qrl:=pointplot([0,0.599,9,0.647,19,0.706] ,symbol=circle,symbolsiz

e=20,color=red, legend="IDHM médio: Tabela 11"):
>display(Qr,Qrl) ;
1 -
0.9
0.8

0.7

0.6 . , . . . )
0 10 2 30 40 50 &b
k

CO00CO % [ Tdmh'1-1

Validade:

> qr(0) :=.2982456140e-4*0~2+.5064912281e-2*0+.5990000000;
qr(0) = 0.5990000000

.2982456140e-4*972+.5064912281e-2*9+.5990000000;
qr(9) := 0.6470000000

>qr(9):

>qgr(19) :=.2982456140e-4*%19%2+.5064912281e-2*19+.5990000000;

qr(19) := 0.7060000000

Soma do quadro do residuo
> (gr (0)-0.599)%*2;

0.
> (qr(9)-0.647)~2;

0.
> (qr(19)-0.706)~2;

0.

Residuo zero.

IDHM méaximo
> fsolve(qr(t)=1,t);
>solve (diff(qr(t) ,t)=0,t);
-228.6312899, 58.80776042

-84.91176472

>M:=plot([qgr(t)],
t=0..60,color=green, thickness=3,legend=["Qr (t) : Modelo
Quadratico"] ):
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M1 :=pointplot ([58.80776042,qr (58.80776042) ] ,symbol=circle,symbols

ize=20,color=red, legend="Variacdo maxima do IDHM") :
>display (M,M1) ;
o
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>qr(58.80776042) ;
1.000000000

>1991+58.80776042;
2049.807760

LOGISTICO MEDIO RENDA

>solve ({3*1a+28*b=-1.891678348,28*1a+442*b=-
22.20968177},{1la,b});

{b =-0.02520673721, la =-0.3952965687 }

> a:=exp (-.3952965687) ;
a :=0.6734802765

>1r:=t->1/(1+.6734802765%exp (-.2520673721e-1*t)) ;

1
1 + 0.6734802765

Ir=t— o (70:02520673721)

Gréfico

>Lr:=plot([lr(t)], t=-10..300,color=green, thickness=3,legend =

["Lr(t) : Modelo Logistico"] ):

>Lrl:=pointplot([0,0.599,9,0.647,19,0.706] ,symbol=circle,symbolsi

ze=20,color=red,legend="IDHM médio: Tabela 11"):
>display(Lr,Lrl) ;
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validade
>1r(0.);1r(9.);1r(19.);
0.5975570877
0.6507090116
0.7056239833
Soma do quadro do residuo
> (1lr(0)-0.453)*2;
0.02089675160
> (1lr(9)-0.576)"2;
0.005581436414

> (1r(19)-0.704)*2;
0.2637321759 10°

> .2089675160e-1+.5581436414e-2+.2637321759%e-5;
0.02648082533

Comparacao entre os modelos

>B:=plot( [qr(t) ,1lr(t)] , t=0...200,legend=["Qr(t): Modelo
Quadratico","Lr(t) : Modelo Logistico"], color =[grey,green],
thickness=3):

> #display (B) ;

>#pointplot([0,0.599,9,0.647,19,0.706] ,symbol=circle,symbolsize=2
0,color=red) ;

>Bl:=pointplot([0,0.599,9,0.647,19,0.706] ,symbol=circle,symbolsiz
e=20,color=red, legend="IDHM médio : Tabela 8"):

>B3:=plot( [1] , t=0...200,color=[red], thickness=3):
>B2:=pointplot ([58.80776042,qr (58.80776042) ] ,symbol=circle, symbol
size=20,color=black,legend="Variagdo maxima do IDHM") :
>display(B,B1,B2,B3) ;



81

257

1.5

.@@”fﬂﬂﬂﬂ—==_

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 20

QUADRATICO MEDIO LONGEVIDADE

>Xvalues:=[0,9,19];
Xvalues:=[0, 9, 19]

>Yvalues:=[0.644, 0.723,0.808];
Yvalues:=[0.644, 0.723, 0.808]

>eq _fit:= fit[leastsquare[[x,y], y=a*x"2+b*x+c,
{a,b,c}]1] ([Xvalues, Yvalues]):;
eq_fit:=y =-0.00001461988304 x? +0.008909356725 x + 0.6440000000

>ql:=t->-.1461988304e-4*t*2+.8909356725e-2*t+.6440000000;
>

qIF=t—»—4100001461988304t2+41008909356725t+416440000000
Gréfico
>Ql:=plot([gl(t)], t=-10..300,color=magenta, thickness=3,legend
=["Q1l(t): Modelo Quadratico"] ):
>Q1l1:=pointplot([0,0.644,9,0.723,19,0.808] ,symbol=circle,symbolsi
ze=20,color=red,legend="IDHM médio: Tabela 13"):
>display(Q1,Q11) ;
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Validade
>qgl(0):=-.1461988304e-4*0%2+.8909356725e-2*0+.6440000000;
gl(0) :=0.6440000000
>qgl(9):=-.1461988304e-4*9%2+.8909356725e-2*9+.6440000000;
gl(9) :=0.7230000000
>gql(19):=-.1461988304e-4*19%2+.8909356725e-2*19+.6440000000;

gl(19) :=0.8080000000

Soma do quadro do residuo

> (ql(0)-0.644)42;

0.
> (gl (9)-0.723)*2;

0.
> (gl (19)-0.808)2;

0.

Residuo zero.

IDH maximo
> fsolve(ql(t)=1,t);
>solve(diff(ql(t),t)=0,t);

42.99082936, 566.4091707

304.7000000
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>P:=plot([ql(t)],
t=0..600,color=magenta, thickness=3,legend=["Qr (t) : Modelo
Quadratico"] ):

>
Pl:=pointplot([42.99082936,9l1(42.99082936) ,566.4091707,9q1 (566.409
1707) ],symbol=circle,symbolsize=20,color=red,legend="Variagado
maxima do IDHM") :

>display(P,P1) ;
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COC000 %m‘ Ry

>qgl (42.99082936) ;
1.000000000

>1991+42.99082936;
2033.990829

LOGISTICO MEDIO LONGEVIDADE
>

> solve ({3*1a+28*b=-2.99936875,28*1a+442*b=-36.0459836}, {1a,b}) ;
{b =-0.04456757528, la =-0.5838255474}

>a:=exp(-.5838255474) ;
a :=0.5577605406

>11:=t->1/(1+.5577605406*exp (-.4456757528e-1*t)) ;
1

H=t—>
1 + 0.5577605406 (-0.04456757528)

Gréfico

>Ll:=plot([1l1l(t)], t=-
10..300,color=magenta, thickness=3,legend=["L1l(t) : Modelo
Logistico"] ):



>
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L1ll:=pointplot([0,0.644,9,0.723,19,0.808],symbol=circle,symbolsiz

e=20,color=red, legend="IDHM médio: Tabela 13"):
>display(L1l,L11) ;
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Validade

>11(0.);11(9.);11(19.);
0.6419471887
0.7280860773
0.8069962618

Soma do quadro do residuo
> (11(0)-0.6446)"2;
0.7037407793 10°®

> (11(9)-0.7236)*2;
0.00002012488954

> (11(19)-0.8086)~2;
0.2571976214 10°°

> .7037407793e-5+.2012488954e-4+.2571976214e-5;
0.00002973427354

QUADRATICO MEDIO EDUCACAO:

> Xvalues:=[0,9,19];
Xvalues:=[0, 9, 19]

>Yvalues:=[0.245, 0.411,0.612];
Yvalues:= [0.245, 0.411, 0.612]

>eq fit:= fit[leastsquare[[x,y], y=a*x"2+b*x+c,
{a,b,c}]1] ([Xvalues, Yvalues]);

eq_fit:=y =0.00008713450292 x? + 0.01766023392 x + 0.2450000000
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>qge:=t->.8713450292e-4*t*2+.1766023392e-1*t+.2450000000;
>

qe::t—»(100008713450292t2+4101766023392t+412450000000
Gréfico

>Qe:=plot([ge(t)], t=-10..300,color=orange, thickness=3,legend
=["Qe(t) : Modelo Quadratico"] ):
>Qel:=pointplot([0,0.245,9,0.411,19,0.612] ,symbol=circle,symbolsi
ze=20,color=red,legend="IDHM médio: Tabela 15"):

>display (Qe,Qel) ;
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Validade:

>>qe (0) :=.8713450292e-4*02+.1766023392e-1*0+.2450000000;
ge(0) := 0.2450000000

>qge(9) :=.8713450292e-4*942+.1766023392e-1*9+.2450000000;
ge(9) := 0.4110000000

>ge(19) :=.8713450292e-4*19%2+.1766023392e-1*19+.2450000000;
ge(19) := 0.6120000000

Soma do quadro do residuo

> (ge (0)-0.245)*2;

0.
> (ge(9)-0.411)*2;

0.
> (ge(19)-0.612)"2;

0.

Residuo zero.

IDH méximo
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> fsolve(ge(t)=1,t);
>solve(diff(ge(t) ,t)=0,t);
-238.9410449, 36.26319248

-101.3389262

>S:=plot([qe(t)],
t=0..70,color=orange, thickness=3,legend=["Qr (t) : Modelo
Quadratico"] ):

>

S1:=pointplot ([36.26319248,qe (36.26319248) ] ,symbol=circle,symbols
ize=20,color=red, legend="Variagdo maxima do IDHM"):
>display(S,S1) ;

18]
1.6
1.4
1.2

1;
0.8
0.6
0.4-

0 10 20 30 40 50 60 70
L

(D

>qge(36.26319248) ;
1.000000000

>1991+36.26319248;
2027.263192

>2020-1991;
29

>qge(29);
0.8304269007

LOGISTICO MEDIO EDUCACAO
> solve ({3*1la+28*b=1.023624573,28*1a+442*b=-5.463934543}, {1la,b}) ;

{b =-0.08312415438, la =1.117033632 }
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>a:=exp(1.117033632) ;

a =3.055776189
>le:=t->1/(1+3.055776189%*exp (-.8312415438e-1*t)) ;

1
1+ 3.055776189 e

le=t—>

(-0.08312415438)

Gréfico

>Le:=plot([le(t)], t=-10..300,color=orange, thickness=3,legend
=["Le(t) : Modelo Logistico"] ):

>Lel :=pointplot([0,0.245,9,0.411,19,0.612] ,symbol=circle,symbolsi
ze=20,color=red,legend="IDHM medlo Tabela 15"):

>display(Le,Lel) ;
1_
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Validade:

>le(0.);1e(9.);1le(19.);
0.2465619288
0.4088029216
0.6135656571

Soma do quadrado do residuo
> (le(0)-0.245)*2;
>
0.2439621576 10

> (le(9)-0.411)~2;

>
0.4827153496 10°°

> (le(19)-0.612)"2;
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0.2451282155 10°°
> .2439621576e-5+.4827153496e-5+.2451282155e-5;

0.9718057227 10°°

Comparacdo dos modelos:

>E:=plot( [ge(t) ,le(t)] , t=0...200,legend=["Qe(t): Modelo
Quadratico","Le(t) : Modelo

Logistico"],color=[grey,orange],b thickness=3):

> #display (E) ;

>

#pointplot([0,0.245,9,0.411,19,0.612] ,symbol=circle,symbolsize=20
,color=red) ;

>
El:=pointplot([0,0.245,9,0.411,19,0.612],symbol=circle,symbolsize
=20, color=red, legend="IDHM médio : Tabela 15"):

>E2:=plot( [1] , t=0...200,color=[black], thickness=3):

>
E3:=pointplot([36.26319248,9e(36.26319248) ] ,symbol=circle,symbols
ize=20,color=black,legend="Variagdo maxima do IDHM"):
>display(E,El1,E2,E3);
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ANEXO B - Arquivo Maple Modelagem Analitica

>(1In(((1/0.704)-1)/1.207))/(-19);
0.05550299184



> (1-0.453)/0.453;
>
1.207505519

>i:=t->1/(1+1.2075*%exp (-.5550299184e-1*t)) ;

=t 1+ 12075 e(lo,05550299184)
>1(0); 0.4530011325
>i(9); 0.5771231857
>1i(19); 0.7039136879

Residuo ao quadrado
> (1(0)-0.453)42;
0.128255625 107!

> (1(9)-0.576)"2;
0.1261546117 10°®

> (1(19)-0.704)*2;
0.7449778606 108

Soma do quadrado do residuo
> .,128255625e-11+.1261546117e-5+.7449778606e-8;
0.1268997179 10

estimativa para 2012

>i(21);
0.7265146760

Logistico pelo ajuste Numérico

>L:=t->1/(1+1.197*exp (-.0544418%*t)) ;
1

1+1197 e

L=t-> (~0.0544418t)

Gréfico - Comparacgdo dos modelos

>A:=plot( [i(t),L(t)] , t=0...100,legend=["I(t):

Analitico","L(t): Modelo
Numérico"] ,color=[grey,blue], thickness=3):
>display (A) ;

Modelo
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IDHM Renda
>a:=(1/.599)-1;
a :=0.669449082

>b:=(1n(((1/0.7068)-1)/0.6694))/(-19) ;
b :=0.02518522528

>Lra:=t->1/(1+.669449082%exp (-.2518522528e-1*t)) ;
1

Lra:=t— 1+ 066044008 o\ 00518522528)
>Lra(0) ;Lra(9) ;Lra(19) ;
0.5989999999
0.6520283877
0.7067848055

Residuo ao quadrado
> (Lra(0)-0.5991) *2;
0.1000002000 10~/

> (Lra(9)-0.6477)*2;
0.00001873494008

> (Lra(19)-0.7068)"2;
0.2308728302 10°°

Soma do quadrado do residuo
>.1000002000e-7+.1873494008e-4+.2308728302e-9;
>

0.00001874517097

Lr calculado pelo ajuste



>Lr:=t->1/(1+.67348*exp (-.025206*t)) ;
1

1+067348 e

Lr=t— (~0.025206t)

Gréfico — Comparagdo dos modelos

>B:=plot( [Lra(t),Lr(t)] , t=0...100,legend=["Lra(t): Modelo

Analitico","Lr(t): Modelo
Numérico"],color=[grey,green] ,h thickness=3) :
>display (B) ;
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Longevidade
>a:=(1/.6446)-1;
a :=0.551349674

>b:=(1n(((1/0.8086)-1)/.5513))/(-19);
b :=0.04449803809

>Lla:=t->1/(1+.5513%exp (-.04449*t)) ;

Haste 0.55131e“°'°4449t)
Validade
>Lla(0);Lla(9) ;L1la(19);
0.6446206408
0.7302489789

0.8085763625

91
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Residuo ao quadrado
> (L1a(0)-0.6446)"2;
0.4260426246 107

> (L1la(9)-0.7236)"2;
0.00004420892041

> (L1a(19)-0.8086)~2;
0.5587314062 10°°

Soma do quadrado do residuo

> .4260426246e-9+.4420892041e-4+.5587314062e-9;
0.00004420990518

> Equacdo Modelo Numerico
>Ll:=t->1/(1+.5577*exp (-.04456*t)) ;
1

1+05577 e

L=t (~0.04456t)

Gréfico — Comparagdo dos modelos

>C:=plot( [Lla(t),L1l(t)] , t=0...100,legend=["Lla(t): Modelo
Analitico","L1l(t): Modelo

Numérico"] ,color=[grey,magenta] ,thickness=3) :

>display (C) ;

07
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Educacao
>a:=(1/0.2455)-1;
a :=3.073319756

>b:=(1n(((1/0.6124)-1)/3.07332))/(-19);
b :=0.08316685237

>Lea:=t->1/(1+3.0733*exp(-.08316*t)) ;



lea =t—> 1
1430733 e %%
Validade
>Lea(0) ;Lea(9) ;Lea(19) ;
0.2455011907
0.4074995263
0.6123706405

Residuo ao quadrado
> (Lea(0)-0.2455)*2;
0.141776649 107!

> (Lea(9)-0.4112)*2;
0.00001369350560

> (Lea(19)-0.612)*2;
0.1373743802 10°°

> .141776649%9e-11+.1369350560e-4+.1373743802e-6;

0.00001383088140
>Le:=t->1/ (1+3.0557*exp (-.0831*t)) ;
Le=t— 1
1+ 308557 ¢! 00

Gréafico — comparacdo dos modelos

>F:=plot( [Lea(t),Le(t)] , t=0...100,legend=["Lea(t):

Analitico","Le(t) : Modelo
Numérico"] ,color=[grey,orange] ,h thickness=3) :
>display (F) ;
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